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1. ONERME VE TEMEL MANTIKSAL
ISLEMLER

1.1. Onermeler ve Birlesik Onermeler
Kesin bir hiikiim bildiren, dogru ya da yanlis olan ancak her ikisi birden olmayan bir ifadeye 6nerme denir.

Onermeler genellikle P/4:75:t gibi kiiciik harflerle gosterilirler.
Ornek:
a) AUZEEF, istanbul Universitesi’nin bir fakiiltesidir.

b) Ankara, Istanbul’un bir ilgesidir.
c)3+3=8

d) 3+3=6

e) Nerede yastyorsun?

f) En giizel mevsim yazdir.

ifadelerinden e) ve f) 6nerme degildir. Ciinkdi, her ikisi de bir hiikiim bildirmez. Bununla birlikte, a), b), c)
ve d) ifadeleri birer nermedir.

Bir 6nerme dogru ise dogruluk degeri “1” rakamu ile gosterilir. Bir 6nerme yanlis ise dogruluk degeri “0”
rakami ile gosterilir.

Ornegin, yukaridaki a) ve d) onermeleri dogru oldugundan dogruluk degerleri 1 dir. ¢) ve d) dnermeleri
yanlis oldugundan dogruluk degerleri O dur.

Birden fazla 6nermenin baglaglar ile birlestirilmesiyle olusan 6nermelere birlesik onerme denir. Bir 6nerme
kendisinden daha basit alt 6nermelere ayrilamiyorsa bu dnermeye basit yada ilkel 6nerme denir.

Ornegin yukaridaki a), b), ¢), d) dnermeleri basit dnermelerdir. Bununla birlikte asagidaki dnermeler birlesik
onermelerdir:

a) Bugiin 29 Mayis veya Istanbul’un fethedildigi giindiir.
b) 3 asal sayidir ve ¢ift bir sayidir.

c) Hava yagmurlu ise giines yoktur.

Dogruluk degerleri ayni olan 6nermelere denk onermeler denir. Bir P 6nermesi bir 4 6nermesine denk ise

P = 4 jle gosterilir, denk degil ise P # 4 ile gsterilir.

Bir P 6nermesinin dogruluk degerini tam tersiyle degistirerek 6nermenin “degilini” yani olumsunuzu elde

. . o« . v e ., . oge
ederiz ve p dnermesinin degili P ile gosterilir.

Ornek:
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P: 3 <4 gnermesinin degili P"3 = 4 diir. P dogru bir dnerme oldugundan dogruluk degeri 1 dir. Bu yiizden

P nin degili P’ nin dogruluk degeri 0 olacaktrr, yani P’ yanlis bir 6nerme olacaktir.
Ozellik: P bir 6nerme olmak iizere,

(») =p

dir, yani bir 6nermenin degilinin degili kendisine denktir. Dogruluk tablosu yaparak gosterelim.

pPp (p)
10 1
0 10

1.2. Temel Mantiksal Islemler

Bir birlesik 6nermenin dogruluk degeri, alt 6nermelerin dogruluk degerleri ve bu 6nermeleri birlestiren

29 <¢ 99 CCy

baglaglarin davranislariyla ile belirlenir. Bu béliimde “ve”, “veya”, “ise” ve “ancak ve ancak” baglaglar1
incelenecektir.

“VE” Baglaci

Herhangi iki 6nerme “ve” kelimesi ile birleserek bir birlesik 6nerme olusturur. P ile 9 iki 6nerme olmak

iizere “P ve 9” dnermesi

pAq

seklinde gosterilir.
P A 4 bir 6nerme oldugundan bir dogruluk degeri vardur:

P ve q dogru ise P A 4 dogrudur, diger tim durumlarda P A 4 yanlistir. Yani, P dogru, 4 yanlis yada P yanls,

4 dogru yada P ve 9 yanlis olan durumlarin tiimiinde P A 4 yanlistir.

p ve 4 6nermeleri i¢in 1 ve 0 olmak iizere ikiser dogruluk degerleri oldugundan P /A 4 6nermesinin toplam

2.2=4 dogruluk durumu vardir. Kolay anlasilmast i¢in P /A 9 6nermesinin dogruluk durumlarini bir tablo
seklinde gosterelim:

PgpAq
11
00
10
00

O O =

Bu tablodan da anlagilacagi gibi, P = 1 ve 4 = 1 iken, yani P V€ 9 dogru iken ? A4 =1 yani P A 4 gnermesi
de dogrudur. P =1 ve 4 = 0 jken, yani P 408U ve q yanlig iken P A4 =0, yani P A 4 gnermesi yanhstir.
Benzer sekilde, P =0 ve 4 = 1 iken, yani P Yan$ ve 4 dogru iken P A4 =0, yani P A 4 gnermesi yanhstir.
Son olarak, P = 0 ve 4 = 0 iken, yani P V€ q yanls iken P A9 =0, yani P A q $nermesi de yanhstir.
Ornek:
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P: Bir yi1l 300 giindiir.

d: Bir yil 12 aydir.

onermelerini “ve” baglaciyla birlestirelim.

P A q: Bir y1l 300 giindiir ve 12 aydur.

P A q gnermesinin dogruluk degerini bulalim:

P dnermesi yanlis oldugundan P = 0 dir. 9 6nermesi dogru oldugundan 9 = 1 dir. Dogruluk tablosundan

P =0,9=1ldugu durumda? A4 =0, yani P A q yanlis bir 6nermedir.
Ozellikler:

1) P bir 6nerme olmak {iizere,

PAP=D

dir, yani, P ile P A P denk 6nermelerdir, baska bir deyisle bir P 6nermesinin kendisi ile “ve” baglaci altinda
olusturdugu 6nermenin dogruluk degeri kendisinin dogruluk degeri ile aynidir.

Bu 6zelligi dogruluk tablosu yaparak gosterebiliriz:

p p | pAD
1 1 1
0 0 0

2) P ve 9 iki onerme olmak lizere,

PAG=qAD

dir, yani “ve” baglaci altinda iki 6nermenin yerini degistirmek énermenin dogruluk degerini degistirmez.
“ve” baglaci, degisme o6zelligini korur.

Bu 6zelligi dogruluk tablosu yaparak gosterelim.

P | 9 | pAq | qAp |
1 1 1 1
1 0 0 0 |
0 1 0 0 ||
0 [ o 0 0 |

3)P,4 veT ii¢ 6nerme olmak iizere,
PADAT=PA(GAT)
dir. “ve” baglaci birlesme 6zelligini korur.

Bu 6zelligi dogruluk tablosu yaparak gosterelim.
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P, 4 ve™ 6nermelerinin ikiser tane dogruluk degeri oldugundan ? A4 AT 6nermesi igin 2.2.2=8 tane
dogruluk durumu s6z konusudur.

D q r pAq ghr | (pAg)AT | pA(gAT)
| 1 1 1 1 1 1
| 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
“VEYA” Baglaci

Herhangi iki 6nerme “veya” kelimesi ile birleserek bir birlesik onerme olusturur. P ile 4 iki dnerme olmak

tizere “P veya 4” dnermesi

pVq

seklinde gosterilir.
PV 4 bir snerme oldugundan bir dogruluk degeri vardir:

“P V€ q yanhs ise P V 4 yanlistir, diger tiim durumlarda P V 4 dogrudur. Yani, P dogru, 4 yanls yada P

yanlis, 9 dogru yada P ve 4 yanlis olan durumlarin timiinde P V 4 dogrudur.

p ve 4 6nermeleri igin 1 ve 0 olmak tizere ikiser dogruluk degerleri oldugundan

PV 4 gnermesinin toplam 2.2=4 dogruluk durumu vardir.

PV q gnermesinin dogruluk tablosu soyledir:

PgpVvyq
111
101
011
000

Bu tablodan da anlasilacagi gibi, P = 1 ve 4 = 1 iken, yani P V€ q dogru iken? V 4 =1, yani P V q gnermesi
de dogrudur. P =1 ve 4 = 0 jken, yani P 4081 ve q yanlig iken P V4 =1, yani P V 4 snermesi dogrudur.
Benzer sekilde, P =0 ve 4 = 1 iken, yani P Yans ve 4 dogruiken P V4 =1, yani P A 4 gnermesi
dogrudur. Son olarak, P =0 ve 4= 0 jken, yani P V€ 9 yanlis iken P V4 = 0, yani P A 4 snermesi de
yanlistir.

Ornek: “ve” ve “veya” baglaclar1 arasindaki farkin anlasilmasi agisindan yukarida verdigimiz drnegi tekrar
ele alalim:
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P: Bir yi1l 300 giindiir.

d: Bir yil 12 aydir.

onermelerini “veya” baglaciyla birlestirelim.
PV q: Bir y1l 300 giindiir veya 12 aydur.

PV q gnermesinin dogruluk degerini bulalim:

P dnermesi yanlis oldugundan P = 0 dir. 9 6nermesi dogru oldugundan 9 = 1 dir. Dogruluk tablosundan
P=0,9=1ldugu durumdaP? V4 =1 yani PV q dogru bir snermedir.

Ozellikler:
1) P bir 6nerme olmak {iizere,
pVp=p

dir, yani, P ile P V P denk 6nermelerdir, baska bir deyisle bir P 6nermesinin kendisi ile “veya” baglac1 altinda
olusturdugu 6nermenin dogruluk degeri kendisinin dogruluk degeri ile aynidir.

Bu 6zelligi dogruluk tablosu yaparak gosterebiliriz:

D p_| pVp |
] 1 1
0 ol 0

Tablodan da gériilecegi gibi? = 1ise PVP =1dir P=0ise P VP =0 gy,
2) P ve 4 iki 6nerme olmak tizere,

pVq=qVp

dir, yani “veya” baglaci altinda iki 6nermenin yerini degistirmek dnermenin dogruluk degerini degistirmez.
“veya” baglaci, degisme 0zelligini korur.

Bu 6zelligi dogruluk tablosu yaparak gdsterelim.

P | 9 | pvq | qVp
1 1 1 1]
1 0 1 1]
0 1 1 1|
0o [ o 0 0 ||

3)P,4q veT ili¢ 6nerme olmak iizere,

(pv@Vr=pv(qVvr)

dir. “veya” baglaci birlesme 6zelligini korur.
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Bu 6zelligi dogruluk tablosu yaparak gdsterelim.

P,4 ve™ onermelerinin ikiser tane dogruluk degeri oldugundan P V ¢ VT nermesi icin 2.2.2=8 tane
dogruluk durumu séz konusudur.

p q T pVgq gvr | (pvq)Vvr | pv(gVvr)
1 1 1 | | 1 1
1 1 0 1 | 1 1
1 0 1 | | 1 1
1 0 0 | 0 1 1
0 1 1 | | 1 1
0 1 0 1 | 1 1
0 0 1 0 | 1 1
0 0 0 0 0 0 0

4)P, 4 veT ii¢ 6nerme olmak iizere,
pV@A)=@VQA(PVT)

pA@VT)=@AQV(PAT)

dir, yani “ve” ve “veya” baglac¢lar1 dagilma 6zelligini korur. Bu iki 6zellik dogruluk tablolar1 yapilarak
Alistirmalar boliimiinde gosterilecektir.

5) (DeMorgan Kurallari) P ve 9 iki 6nerme olmak {iizere,
PV =P Aq

Ay =p'Vyq
Bu iki 6zellik dogruluk tablolar1 yapilarak Alistirmalar boliimiinde gosterilecektir.

Dogruluk degeri tiim durumlarda yanlis olan 6nermeye ¢eliski, dogruluk durumlari tiim durumlarda dogru
olan 6nermeye totoloji denir.

Ornek:

1) P bir 6nerme olmak iizere P V P’ 6nermesi bir totolojidir. Dogruluk tablosundan gosterelim.

p p nvp
1 0 1
0 1 1

2) P bir 6nerme olmak iizere P A P’ 5nermesi bir geliskidir. Dogruluk tablosundan gosterelim.

about:blank
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p P pAp

1 0 0
0 1 0
“ISE” Baglaci

Herhangi iki 6nerme “ise” kelimesi ile birleserek bir birlesik 6nerme olusturur. Bu 6nermeye dnermeye
kosullu 6nerme denir.

P ile 9 iki dnerme olmak tizere “P ise 4” 6nermesi, P, 9 yu gosterir anlamindadir ve

pP=q

seklinde gosterilir.
P=4 bir énerme oldugundan bir dogruluk degeri vardir:

“P dogru 9 yanls iken P=9 yanlstir, diger tiim durumlarda P9 dogrudur. Yani, P ve 9 dogru yada P

yanlis, 4 dogru yada P ve 9 yanlis olan durumlarin tiimiinde P=9 dogrudur.

p ve 4 6nermeleri igin 1 ve 0 olmak tizere ikiser dogruluk degerleri oldugundan

P=4 gnermesinin toplam 2.2=4 dogruluk durumu vardr.

P=9 $nermesinin dogruluk tablosu sdyledir:

Pqgp=9
111
100
011
001

Bu tablodan da anlagilacagi gibi, P = 1 ve 4 = 1 iken, yani P V€ 4 dogru iken P=9 = 1 yani P=4
Snermesi de dogrudur. P = 1 ve 4 = 0 jken, yani P d08ru ve q yanlig iken P=9 =0, yani P=7 $nermesi
yanlistir. P = 0 ve 4 = 1 jken, yani P Yanlis ve q dogru iken P=9 = 1, yani P=4 gnermesi dogrudur. Son

olarak, P =0 ve 4 = 0 iken, yani P V€ q yanls iken P=4 = 1, yani P=9 snermesi dogrudur.

Ozellikler:
I. P ve 9 iki onerme olmak iizere,
=9 ={pVvq)

dur, yani “P ise 4 6nermesi, “P nin degili veya 4” 6nermesine denktir. Bu 6nemli dzellik bize “ise” baglaci
yerine “ve” baglact ve “degil” islemini kullanabilecegimizi gosterir.

Bu 6zelligi dogruluk tablosu yaparak gdsterelim:
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p q p’ pP=4q | pVgqg
I 1 0 1 1|
1 0 0 0 0 |
0 1 1 1 1|
0 0 1 1 1

II. P ve 9 iki onerme olmak iizere,

=9 = (¢=7p)

dir.

Bu 6zelligi dogruluk tablosu yaparak gosterelim:
P | g p' ¢ |p=al g =p
1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 |
0 0 1 1 1 1

“ANCAK VE ANCAK?” Baglac1

P ve 4 iki 6nerme olmak tizere, “P ise 4” ve “d ise P”” 6nermelerinin “ve” baglaciyla birlesmesinden olusan

onermeye denir ve P9 ile gosterilir, yani,
p=q = (p=q) A (q=Pp)

dir. Bu 6nermelere iki-kosullu énermeler denir. P9 iki-kosullu 6nermesi “P ancak ve ancak 9 yu
gosterir” seklinde soylenir.

P4 gnermesi, P ve 4 aynm dogruluk degerine sahip iken dogru diger tiim durumlarda yanligtir.

p ve 4 dnermeleri i¢in 1 ve 0 olmak iizere ikiser dogruluk degerleri oldugundan P9 6nermesinin toplam
2.2=4 dogruluk durumu vardir.

P9 5nermesinin dogruluk tablosu sdyledir:

Pqpe=q
111
100
010
001

Bu tablodan da anlagsilacagi gibi, P =1 ve 4 = 1 iken, yani P V€ 4 dogru iken P24 = 1 yani P4

Snermesi de dogrudur. P = 1 ve 4 = 0 jken, yani P 408U Ve q yanlis iken P9 =0, yani P9 snermesi
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yanlistir. ? = 0 ve 4 = 1 jken, yani P Yanhis ve q gogru iken P29 = 0, yani P9 snermesi yanlistir. Son

olarak, ? = 0 ve 4 =0 iken, yani P ¥€ q yanlis iken P=9 =1 yani P9 $nermesi dogrudur.

1.3. Coziimlii Sorular

1.P, 9 veT {i¢ 6bnerme olmak lizere,
pV@ATI=(@VOA(PVT)

pPAQ@VT)I=@AQV(PAT)

oldugunu dogruluk tablosu yaparak gosteriniz.

flk olarak PV (@ AT) = (pV @) A (P VT) oldugunu gésterelim:

plqg| r| pvg |pVr | qAr pVI(gAT) | wvg)A(pvr) |
1 1 1 1 1 1 1 1
| 1 0 1 | 0 1 1
| 0 1 1 | 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1 1
0 | | 1 1 1 1 1
0 | 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Simdi de PA@VT)=E@AQV (P AT) oldugunu gésterelim:

1) (DeMorgan Kurallar1) P ve 4 iki 6nerme olmak iizere,
PV =P Aq

(pAq)=p' Vyq

oldugunu dogruluk tablosu yaparak gosteriniz.

flk olarak ® V@)= P' A Q' oldugunu gosterelim.

about:blank

plqg|r|prg [ pAr| qvr | pA(gvr) | (BAQV(pAT)
1| 1] 1] 1 1 1 1 I
1| 1] 0] 1 0 I I I
L]0 1] 0 1 1 1 I
1]0] 0] 0 0 0 0 0
o1 1] o 0 I 0 0
0] 1]0] o 0 1 0 0
0lo 1] o 0 1 0 0
ojofo]| o 0 0 0 0
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p D q q' pVg (pVa) | p' A
1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 | 1
Simdi (P A9 =P'V q' oldugunu gdsterelim.
p | p q q’ pAq | (pAq) | p'V
1 0 1 0 1 U U
1 0 0 1 0 | 1
0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1

2) P: Bugiin hava sicak

d* Bugiin hava yagmurlu

Onermeleri i¢in P’ PAQ PV qVD snermelerini yaziniz.
p" Bugiin hava sicak degil

P A 4: Bugiin hava sicak ve yagmurlu

PV 4 Bugiin hava sicak veya yagmurlu

qVvp" Bugiin hava yagmurlu veya bugiin hava sicak degil

3)P ve q iki énerme olmak iizere P V (P A 4)" nermesinin bir totoloji oldugunu gésteriniz.

1.yol:
pvpag) =pvipvy) (DeMorgan Kuralindan)

=(pvp)vyq (veya” isleminin birlesme 6zelliginden)

=1V g ®VP nin dogruluk degeri her zaman 1 oldugundan)

1

elde edilir, yani P V (P A 4)" = 1 dir. Buda P V (P A @)’ gnermesinin bir totoloji oldugunu gosterir.

2.yol: Dogruluk tablosu yaparak gosterelim.

about:blank
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p | g | pAq | (pAq) | pV(pAg) |
1 1 1 0 1
1 0 0 1 1
0 1 0 1 1
0o | o 0 1 1

4) “Hava yagmurlu ise Kerem semsiyesini yanina alir.” énermesini “ise” baglact olmadan yeniden yaziniz.
P: Hava yagmurlu
d* Kerem semsiyesini yanina alir

olsun. Bu durumda bize verilen “Hava yagmurlu ise Kerem semsiyesini yania alir.” énermesi P9 dur.
“ise” baglacinin

p=q=p'Vq

ozelligini kullanarak “Hava yagmurlu ise Kerem semsiyesini yanina alir.” dnermesini “ise” baglaci olmadan
yeniden yazabilliriz.

P" Hava yagmurlu degil

oldugundan

P'V 4: Hava yagmurlu degil veya Kerem semsiyesini yania alir

elde edilir. Dolayisiyla, “Hava yagmurlu ise Kerem semsiyesini yanina alir” 6nermesi ile “Hava yagmurlu
degil veya Kerem semsiyesini yanina alir” 6nermesi denk dnermelerdir.

5) “Ceren calisirsa para kazanir.” dnermesinin degilini yaziniz.
P Ceren ¢alisir.
d: Ceren para kazanr.
olarak alindiginda “Ceren ¢alisirsa para kazanir.” dnermesi P9 dur. “ise” baglacinin

p=q=p'Vq

0zelligini kullanarak

p=q'=p'vq) =pArq (DeMorgan kuralindan)

elde edilir. Boylece,

q': Ceren para kazanmaz.

oldugu igin “P=>9 * Ceren calisirsa para kazanir.” énermesinin degili

“«(p=q)' =P Aq": Ceren caligir ve para kazanmaz”
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olacaktir.

Boliim Ozeti

Bu boliimde ilk olarak 6nerme kavrami ele alinmistir. Verilen herhangi bir ciimlenin yada ifadenin ne zaman
bir dnerme olacagi lizerinde durulmustur. Bir 6nermenin degilinin ne anlama geldigi ve dnermenin dogruluk

PR

degeri ile degilinin dogruluk degerinin nasil degistigi goriilmiistiir. Daha sonra birlesik 6nerme kavramina
gecilmistir. Bir birlesik 6nermeyi olusturan alt 6nermelerin dogruluk degerlerinin birlesik 6nermenin
dogruluk degerini nasil etkileyecegi tartisilmistir. Bu noktada birlesik 6nermeyi olusturan baglaglarin 6nemli

99 <¢ 29 Cel 29 ¢¢

oldugu goriilmistiir. Birlesik 6nermeyi olusturmak i¢in “ve”, “veya”, “ise”, “ancak ve ancak” baglaclari ele
alimmistir. Bu baglaglarin dogruluk tablolar1 verilmis, bu tablolar yardimiyla iki veya daha fazla alt
Oonermeden olusan bir birlesik dnermenin dogruluk degeri hesaplanmistir. Ayrica, belirtilen baglaglarin
birbirleriyle olan iliskileri incelenmis, birkag 6nemli 6zellik verilmistir.

Kaynakc¢a

1. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Discrete Mathematics, 3rd edition, 2007

Unite Sorular:

Soru-1:
Asagida verilen 6nermelerden hangisi “Bir dogal sayimin karekokii de bir dogal sayidir.” dnermesine denktir?

(Coktan Se¢meli)

v/n bir dogal say1 ise n de bir dogal sayidur.
n bir dogal sayidir ancak ve ancak /n de bir dogal sayidur.

n bir dogal say1 ise n? de bir dogal sayidir.

n bir dogal sayi1 ise vn de bir dogal sayidir.
(*) - Higbiri
Cevap-1:

n bir dogal sayi1 ise vn de bir dogal sayidir.
Soru-2 :

Asagidaki 6nermelerden hangisi dogrudur?

(Coktan Se¢meli)

(*) - x negatif bir tamsay1 ve x+4<0 ise x>1 tiir.

(*) - x negatif bir tamsay1 ve x+4<0 ise x"2<16 dur.
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(*) - x negatif bir tamsay1 ve x+4<0 ise x"2> 25 tir.
(*) - x negatif bir tamsay1 ve x+4<0 ise x= -4 tiir.

(*) - Higbiri
Cevap-2 :

x negatif bir tamsay1 ve x+4<0 ise x"2> 25 tir.

Soru-3 :
Asagidakilerden hangisi onerme degildir?

(Coktan Se¢meli)

(¢) - 2+2=5

(¢) - Bir yilda 5 mevsim vardir.

(*) - Nereye gidiyorsun?

(*) - Bir iiggenin dis agilar1 toplami [(360) ~o dir.
(*) - Higbiri

Cevap-3:

Nereye gidiyorsun?

Soru-4 :

p,q.r basit onermelerinin dogruluk degerleri sirasiyla 1,0,1 ise (p'Vq)Ar'=>p 6nermesinin dogruluk degeri
asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(9)-0

(*)-1

(*) - Ayni anda 1 ve 0 olabilir.
() - Ne 1 ne de O dir.

(*) - Higbiri

Cevap-4:

1

Soru-5:
(p=p' )A(p'=p) Onermesi i¢in asagidakilerden hangisi dogrudur?

(Coktan Se¢meli)
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(*) - Hem totoloji hem ¢elisgkidir.
(*) - Ne totoloji ne ne ¢eliskidir.
(*) - Totolojidir.

(*) - Celiskidir.

(*) - Higbiri
Cevap-5:

Celiskidir.

Soru-6 :
p=(qVr) dnermesi yanlis ise p,q,r nin dogruluk degerleri sirasiyla asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(£)-0,0,0
(9)-0,1,1
(-1,1,0
(*)-0,0,1
(-1,0,0
Cevap-6 :

1,0,0

Soru-7 :
p: Bugiin hava giinesli q: Universiteye gidiyorum. r: Kuzenimle bulusurum. s: Sinava girerim.olmak tizere *
Bugiin hava giinesli olmazsa veya liniversiteye gitmezsem kuzenimle bulusur ve sinava girerim.” dnermesi

asagidakilerden hangisidir?qq

(Coktan Se¢meli)

(*) - (PAQ™'=(rAs)
(*) - (PAQ™ )N=(1As)
(*) - (PAQ™'=(1Vs)
(*) - (PAQ)=(rAs)™
(*) - (PAQY™'=(""As)
Cevap-7 :

(PAQ"'=>(1As)
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Soru-8 :
Asagidakilerden hangisi (p'=q)"' 6nermesine denktir?

(Coktan Se¢meli)

(*)-p™'vq
() - p'Aq’
(*) - p'vag™
(*) - p™"AQ™
(*) - Higbiri
Cevap-8 :
p'Aq’
Soru-9 :

(pAr™ )=(qVr) yanlis bir 6nerme olmak iizere q ve r onermeleri de yanlis ise p Onermesi asagidakilerden
hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(*) - Dogru

(*) - Yanlis

(*) - Hem dogru hem yanlis
(*) - Ne dogru ne yanlhs

(*) - Bir sey sOylenemez.
Cevap-9 :

Dogru
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2. KUMELER

2.1. Kiime Kavrami

On dokuzuncu yiizyilin sonlar1 yirminci yiizyilin baslarindan beri matematigin en evrensel dili kiimeler
teorisi olmustur. Hatta, matematigi taniminin kiimeler tizerindeki farkli yapilar (iliskileri) inceleyen bilim
olarak belirtildigi bile bilinmektedir (bkz. Bourbaki, N. The architecture of mathematics in: N. Bourbaki,
Elements of the history of mathematics, Springer, New York, 1994). Kiimeler teorisinin yaraticis1 Alman
matematik¢i G. Cantor (1845-1918) ise kiime kavramini "Bir kiimeyi, sezgimizin veya diisiincemizin belirli,
miikemmel bir sekilde ayirt edilebilir nesnelerinin tutarli bir biitlin halinde bir araya gelmesi olarak
goriliyoruz." seklinde tanimlamaktadir. Cantor’un agiklamasi elbette bir tanim olarak diisiintilemez, ¢iinkii bir
kiime kendisinden daha karmasik olabilecek (ve her haliikarda daha 6nce tanimlanmamis) kavramlara hitap
eder. Bu tanimlamanin amaci, kavrami diger kavramlarla iliskilendirerek agiklamaktir. Cantorian (veya genel
olarak "naif" olarak adlandirilan) kiimeler teorisinin temel varsayimlari agagidaki ifadelere indirgenir:

1. Bir kiime, ayirt edilebilir herhangi nesnelerden olusabilir.
2. Bir kiime, onu olusturan nesnelerin koleksiyonu tarafindan belirlenir.

3. Herhangi bir 6zellik, o 6zellige sahip nesnelerin kiimesini tanimlar.

X bir nesne, P bir ézellik olsun ve P(¥), *°in P bzelligine sahip oldugunu gostersin. P ézelligine sahip

nesnelerin simifi {(X:P(x)} seklinde gosterilir. Bir kiimeyi veya sinifi olusturan nesnelere ise o kiimenin veya
sinifin elemanlar: denir.

X1,:+4Xn elemanlarindan olusan kiime {X100X0} seklinde gosterilir. Naif kiimeler teorisinde "smif", "aile" ve
"topluluk" kelimeleri "kiime" ile esanlaml1 olarak kullanilir. Ornegin,

-"Ben" kelimesindeki "a" harflerinin kiimesi
- Onluk sistemdeki rakamlarin toplulugu

- Fasiilyeler ailesi

- Diinya tizerindeki kum tanelerinin kiimesi
- Kiimelerin ailesi

- Ttim kiimelerin kiimesi

Bir kiimenin tanimindaki olas1 belirlilik derecesindeki ¢esitlilik, bir kiimenin o kadar basit ve zararsiz bir
kavram olmadiginmi diislindiiriir. Bununla birlikte, tiim kiimelerin kiimesi kavrami basitce ¢eliskilidir.

Gergekten de, bir M yiimesi i¢cin P(M ), M 1in kendisini bir eleman olarak icermedigi anlamina gelsin. Simdi
P $zelligine sahip kiimelerin sinifi K ={M:P(M)} y1 diisiinelim. X bir kiime ise, ya P(K) yada (P(K))'
dogrudur. Fakat P(K) dogru olamaz. Ciinkii, K bir eleman olarak kendisini, yani K ’y1igerir. O zaman,
(P(K)) dogrudur. Fakat bu da K nin eleman olarak K y1 igerdigi anlamina gelir ve K nin kendilerini eleman

olarak igermeyen kiimeler sinifi olarak tanimlanmasiyla celisir. Sonug olarak, K bir kiime degildir. Bu,
Ingiliz Matematik¢i B. Russel(1872-1970)’1n naif kiimeler kavraminin yol agtig1 paradokslarindan biridir.
Modern matematiksel mantikta bir kiime kavrami ayrintili bir analize tabi tutulmustur (yukarida gordiigiimiiz
gibi iyi bir nedenle). Ancak biz bu analize girmeyecegiz. Yalnizca, mevcut aksiyomatik kiimeler teorisinde
bir kiimenin, belirli bir 6zellige sahip nesneler toplulugu olarak tanimlandigini bilmemiz bu ders i¢in yeterli
olacaktir. Bu 6zelliklerin agiklamasi bir aksiyom sistemi olusturur. Aksiyomatik kiimeler teorisinin 6z,
verilen kiimelerden yeni kiimelerin olusturulabilecegi kurallarin varsayilmasidir. Genel olarak, mevcut
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aksiyom sistemlerinden herhangi biri, bir yandan naif teorinin bilinen ¢eliskilerini ortadan kaldiracak ve
diger yandan matematigin farkli alanlarinda ortaya ¢ikan belirli kiimelerle ¢alisma 6zgiirliigii saglayacak
sekildedir ve hepsi, matematiksel analizde kelimenin en genis anlamiyla anlasilir.

Simdilik kiime kavramina deginmekle yetindikten sonra, yaygin olarak kullanilan kiime-teoritik iliskilerin ve
islemlerin tanimina gegelim.

Kiimeleri gostermek i¢in ABXY,... gibi biiyiik harfler, kiimelerin elemanlarini gostermek igin ise ab,x.y,...
gibi kiiciik harfler kullanilir. @ € S, 4 nin S kiimesinin elemant oldugunu gosterir. @b €5 jse hem @ hem de P

nin® kiimesinin elemanlari oldugunu gosterir. Burada € sembolii, "elemanidir" anlamindadr. € sembolii
ise "elemani degildir" anlamindadir.

Bir kiimeyi gostermek i¢in farkli yollar vardir. Birincisi, kiimenin elemanlarinm virgiille ayirarak ve parantez
i¢inde listelemektir. Ikinci yol ise, kiimenin elemanlarini karakterize eden 6zellikleri belirtmektir. Ornegin,

A={1,3,57,9} ve B = {x:x bir ¢ift tamsay1 ve x > 0}

Burada A, elemanlan 1,3,5,7,9 rakamlarindan olusan bir kiime, B ise pozitif ¢ift tamsayilardan olusan bir

n.n

kiimedir. B kiimesinin icindeki ":" isareti "Oyle ki" anlamindadir.

Bir diger gosterilis ise Venn semas1 gosterilisidir. Venn semasi, kiimenin elemanlarini kapali bir egri igine
yazilarak gosterilmesidir. Bu derste genellikle evrensel kiimeleri bir dikdortgen ile, diger kiimeleri de
dikdortgenin i¢indeki bir cemberler ile gosterecegiz.

Ornegin,

A B

Bu semadan iki farkli A ve B kiimesinin A ya ait B ye ait olmayan elemanlarin bolgesi turuncu, B ye ait A ya
ait olmayan elemanlarin bolgesi yesil, her ikisine de ait elemanlarin bolgesi sar1 ile gosterilmistir.

Alt Kiime

Bir 4 kiimesinin her elemant ayni zamanda bir B kiimesinin elemant ise, yani her 4 € Aj¢cin@ € B jse 4

kiimesine B kiimesinin alt kiimesi denir ve

ACBvadaB2 A

seklinde gosterilir. A Kkiimesinin B kiimesinin alt kiimesi olmast, "4 kiimesi B tarafindan icerilir" yada "B

kiimesi 4 kiimesini igerir" seklinde de ifade edilebilir.
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Iki kiime birbirlerini igeriyorsa, baska bir deyisle bu iki kiime ayn1 elemanlara sahip iseler bu iki kiime
birbirine esittir denir, yani

A = B olmasi ancak ve ancak A C B ve B C A olmasidir.

A kiimesi B kiimesinin alt kiimesi degilse, yani 4 nin B ye ait olmayan en az bir elemani varsa bu durum

A¢B seklinde gosterilir.

Eger ACSBycAFBigA ya B nin esas alt kiimesi denir ve 4 < B jle gosterilir.

Ornek:
A=1{24,6810} B=1{0,1234} C={x€ Ruxgift tamsay1} yiimeleri verilsin.
A nin her elemant ¢ift tamsay1 oldugundan AC C dir. Ote yandan B nin 1.3 elemanlar 4 ya ait

olmadigindan BZA qir. Benzer sekilde A4 nin 6,8,10 ¢lemanlan B ye ait olmadigindan AELB g,

AB ye C herhangi ti¢ kiime olmak {izere asagidaki ifadeler dogrudur:

6.ASByeBECise ASC gir,

Evrensel Kiime, Bos Kiime

Kiimeler teorisinde, tiim kiimelerin sabit ve genis bir kiimeye ait oldugu kabul edilir. Bu kiimeye evrensel

kiime denir ve £ ile gosterilir. E bir evrensel kiime ve P bir 6zellik olmak iizere £ nin bir eleman1 P
Ozelligini saglamayabilir. Ornegin,

S = {x:x bir tamsay1 ve x? = 5}

kiimesinin hi¢ eleman1 yoktur. Elemani olmayan kiimelere bos kiime denir ve D ile gosterilir.
Bos kiime tektir, yani iki A ve B kiimesi bos kiime ise A= B gir.

Bos kiime diger kiimelerin alt kiimesidir. Bu yiizden her A kiimesi i¢in
PCACE

kapsamalar1 dogrudur.
2.2. Kiime Islemleri
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A ye B iki kiime olsun. 4 nin ve B nin tiim elemanlariin olusturdugu kiimeye A ye B kiimesinin birlesim

kiimesi denir ve A VY B jle gosterilir, yani

AUB ={x:x € A veya x € B}

dir.

Golgeli alan A4 Y B dir.

Hem A ya hem B ye ait elemanlarin olusturdugu kiimeye A jle B nin kesisim kiimesi denir ve 4 N B jle
gosterilir, yani

ANB={x:x€eAvex€B]}

dir.

Golgeli alan ANB dir.

A ve B kiimelerinin ortak elemani yok ise, yada buna denk olarak, iki kiimenin kesisimi tanimimdan

ANB=0 i AvyeB ye ayrik kiimeler denir.

A B

Buradaki A ve B kiimelerinin ortak eleman1 olmadigindan ayrik kiimelerdir.
Eger

S=AUBveANB=0

ise S ye A ve B nin ayrik birlesimi denir.

Ornek: 4 = {ab.cd} B={cdef.g}ye C={bhklLm} e kiime olmak iizere
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AUB={abcdef,g}, AnB={cd}

AU C={ab,cdhklm}, AnC={b}

BuUC={bcdefghklm}, BnC=0

B yeC ayrik kiimelerdir.

A ve B iki kiime olmak iizere

| ANBC A ANBCB

» ASAUB  BSAUB

E bir evrensel kiime olmak iizere bir 4 kiimesinin tiimleyeni, E ye ait fakat A ya ait olmayan elemanlarin
kiimesidir ve 4" ile gosterilir, yani

AC ={x:x€EEve x ¢ A}

dir.

Golgeli alan A° dir.

A ve B iki kiime olmak iizere, 4 ya ait fakat B ye ait olmayan elemanlarin olusturdugu kiimeye B nin 4 ya
gore tiimleyeni yada A nin B farki denir ve A \ B ile gosterilir, yani
A\ B={x:x € Ave x & B}

dir.

Golgeli alan 4 \ B dir,

A ye B kiimelerinden birine ait olan fakat aynt anda hem A ya hem B ye ait olmayan elemanlarin
olusturdugu kiimeye ise 4 ve B nin simetrik farki denir ve 4 D B jle gosterilir, yani

A®B=(AUB)\ (ANB)veya A @D B=(A\B)U (B\ 4)
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dir.

Golgeli alan A ® B gir.

Ornek: E =N ={123,..} evrensel kiime, 4 = {5,6,7,8}, B =1{7,89,10} ve C ={1,3,57.9,..} olsun.
A¢=1{1,2,3,49,10,11,..}, B®={1,23,456,11,12,13..} C*={2,4,6,8,...}

A\B={56} A\C={68} B\ C={810}

B\A={910} C\A={13911,.} C\B={1351113,.}

A®B
=(A\B)U(B\ A)={569,10} B@C=(B\C)u(C\B)={1354810,11,13
3

yur

ABC=(A\CO)U(C\A) ={13680911,.}
Kiime Islemlerinin Bazi Ozellikleri:

1LAUA=A ,ANA=A4

2 (AUB)UC=AU(BUC)ywANB)NC=AN(BNC)

3 AUB=BUA,cANB=BNA

4 AUBNCO)=(AUB)N(AUC) yocAN(BUC)=(ANB)U(ANC)
5 AUP=AcANE=A

6. AUE=E ,cANQP=0

7. (A9 =4

g AUAC=E cANA =0

9.EC=0ye @ =E

10. (DeMorgan Kurallar1) (AUB)*=A“nB"

(AN B)¢ = A® U B¢

2.3. Sonlu Kiimeler ve Eleman Sayilari
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Bir 4 kiimesi bos bir kiime ise yada ™ pozitif bir tamsay1 olmak {izere tam " tane elemani varsa A kiimesine
sonlu kiime denir. Aksi takdirde, 4 ya sonsuz kiime denir.

Bir 4 kiimesinin eleman say1s1 n(A4) ile gosterilir.

Ornek:

1. A kiimesi Tiirk alfabesinin harflerinden olusan bir kiime olsun. Tiirk alfabesinde 29 harf oldugundan A

sonlu bir kiimedir ve (4) =29 qyr.

2. B = {x:x bir tamsay1 ve 0 < x < 6} kiimesinin elemanlari 0,1,2,3,4,5 rakamlarindan olugsmaktadir.

Dolayisiyla B sonlu bir kiimedir ve n(B) =6 gy,

3. Bos kiimenin eleman1 olmadigindan n(®) =0 gy,

Ozellikler:

1. 4 ve B sonlu ve ayrik iki kiime ise AU B §e sonludur ve

n(AU B) =n(4) + n(B)

dir.

2. 4 ve B sonlu iki kiime ise

n(A\ B) =n(4) —n(An B)

dir.

3. A ve B sonlu iki kiime ise A Y B ve A N B kiimeleri de sonludur ve
n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANB)

dir.

Ornek: Béliimiimiiziin Matematik dersini 30 6grenci, Tiirk Dili dersini 18 dgrenci ve her iki dersi de 6
ogrenci aliyorsa

1. Sadece Matematik dersini alan 6grencilerinin sayisini bulalim.
Matematik dersini alan 6grencilerin kiimesi A Tiirk Dili dersini alan ogrencilerin kiimesi B olsun. Soruda
verilenlere gore (4) =30 n(B) =18 n(AN B) =6 g1 O halde Tiirk dili dersini almayan Matematik

dgrencilerinin kiimesi 4 \ B olacagindan bu kiimenin eleman sayisi
n(A\B)=n(4A)—nm(AnB)=30—6=24
diir.

2. Sadece Tiirk dili dersini alan 68renci sayisini1 bulalim. Sadece Tiirk dili dersini alan 6grencilerin kiimesi

B\ A olacagindan
n(B\A)=nB)—n(AnNnB)=18—-6=12

dir.
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3. Matematik veya Tiirk dili yada her ikisini alan 6grenci sayisin1 bulalim. Matematik veya Tiirk dili yada her

ikisini alan 6grencilerin kiimesi AU B djr, Dolayisiyla
n(AUB)=n(4) +n(B) —n(ANnB)=30+ 18 — 6 =42

bulunur.

4. Tek bir dersi alan 6grenci sayisini bulalim: Tek bir dersi alan 6grencilerin kiimesi A® B dir. Dolayisiyla,
ilk iki siktan

n(A@ B)=n((A\B)U(B\A)=n((A\B)) +n((B\A) =24+12 =36

bulunur.

2.4. Cozumlii Sorular

1. {ab,c}, {cb,c,al, {b,ab,chib,c,ab} kiimelerinden hangileri birbirlerine esittir?

Verilen tiim kiimeler birbirlerine esittir. Ciinkii elemanlarinin siras1 ve tekrarli olmasi o kiimeyi degistirmez.

2. N=1{123,..} dogal sayilar kiimesi olmak tizere asagidaki kiimelerin elemanlarinmi yaziniz.

a)A={xEN:2<X<7}
A Kkiimesi, elemanlari 2 ile 7 arasinda olan dogal sayilardan olusur, yani
A=1{34506} qrr.
b)Bz{xEN:xtek ve X < 9}
B kiimesi, elemanlar1 9 dan kiigiik tek dogal sayilardan olusur, yani
B ={1,3,57} dir.
0) C={xeN:x+5=3}
X+ 5= 3 denklemini saglayan bir dogal say1 olmadigindan C= Q, bos kiimedir.
3.4 =1{56,7.8} olmak iizere
a) A kiimesinin B = {¥ € N: X tek} \iimesinin bir alt kiimesi olmadigini gdsteriniz.

6,8 € A ¢clemanlari tek dogal sayilar olmadigi igin B kiimesine ait degildir, yani 6,8 € B dir. Bu yiizden AZB
dir.

b) 4 kiimesinin € = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} kiimesinin bir 6z alt kiimesi oldugunu gosteriniz.
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A nin her elemani € kiimesine ait oldugundan AC C gir. Ote yandan, 1€CHpKat 1€ A oldugundan AC
kiimesinin bir 6z alt kiimesidir.

4, BNA=Bn AC oldugunu gosteriniz.

Bu esitlikten, kiimelerde fark isleminin kesisim ve tiimleyen islemleri cinsinden yazilabilecegini goriiriiz.
Iki kiimenin esitligi tanimindan, B\A=BnA° oldugunu gostermek icin

(B\A) S (BnA* ve (B NA®) S (B\A4) oldugunu gostermeliyiz.
(x€B\A)=(x€EB,x¢g A)=(xEB, x €AY x€ (BnAY)

Snermesinin —” tarafi B\ A S B N AC oldugunu, < tarafi BNA“c B\ A oldugunu gosterir. Buradan
B\ A=BNA® ¢lde edilir.

5. 140 kisilik Bilgisayar Programlama boliimiinde Algoritma dersini alan 6grencilerin sayis1 60, Web
Tasarimi dersini alan 6grencilerin sayisi 45, her iki dersi birden alan dgrencilerin sayist 20 dir.

a) Algoritma ve Web Tasarimi derslerinden en az birini alan 6grenci sayisi kagtir?
b) Algoritma ve Web Tasarimi derslerinden tam bir tane alan 6grenci sayisi kagtir?

c¢) Her iki dersi de almayan 6grenci sayisi kagtir?
4, Algoritma dersini alan 6grencilerin kiimesi

B Web Tasarimi dersini alan ogrencilerin kiimesi olmak iizere
n(A) = 60, n(B) = 45, n(AnNB) =20

dir. Venn semasi ile gdsterecek olursak

55

a) Algoritma ve Web Tasarimi derslerinden en az birini alan 6grencilerin kiimesi AV B {ir. Venn semasindan
n(AUB) =n(4) + n(B) —n(ANB) =60+ 45— 20 =85

bulunur.

b) Algoritma ve Web Tasarimi derslerinden tam bir tane alan 6grencilerin kiimesi A ® B (ir. Venn
semasindan

NA@ B)=n((A\B)U(B\A)=n((A\B))+n((B\A)) =40+ 25 =65
bulunur.
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c¢) Her iki dersi de almayan 6grencilerin kiimesi (AUB )Cdir.
n((AUB)) =n(E\(AUB))=n(E) —n(AUB) =140 —85 =55

bulunur.

Boliim Ozeti

Bu boéliimde kiime kavrami ele alinmigtir. Elimizdeki bir toplulugun kiime olmasi i¢in hangi 6zellikleri
tasimasi gerektigi agiklanmistir. Alt kiime kavramu ile bir kiimenin elemanlarinin baska bir kiimeye de ait
olabilecegi gosterilirken, ayrik kiime kavramiyla ortak elemani olmayan kiimelerin de var olabilecegi
belirtilmistir. Ayn1 elemanlara sahip kiimelerin de esit kiime olarak tanimlandig1 gosterilmistir.

Daha sonra, kiimeleri ifade edebilmek icin liste yontemi ve Venn semasi gibi uygun gosterimler verilmis ve
incelenmistir. Kesisim, birlesim, tlimleyen, fark, simetrik fark gibi kiime islemleri tanimlanmais, 6zellikleri
gosterilmistir. Bu igslemlerin birbirleriyle olan iligkileri gdsteren esitlikler verilmistir. Kiime islemlerinin Venn
semasi ve liste yontemi ile nasil gosterildigi de ele alinmistir.

Bunlar disinda, kiimelerin eleman sayilarinin nasil hesaplanacagi konusu da ele alinmistir. Ornegin, sonlu
elemana sahip iki kiimenin birlesiminin olusturdugu kiimenin eleman sayisinin hesaplanmasi i¢in bir kural
verilmistir.

Kaynake¢a

1. V.A. Zorich, Mathematical Analysis I, 2nd edition, Springer, 2015

2. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Discrete Mathematics, 3rd edition, 2007

Unite Sorulari

Soru-1:
Asagidakilerden hangisi A={2.4,6,8,10,12,14} kiimesinin alt kiimesidir?

(Coktan Se¢meli)

(*) - 0,2,8,10,14}
(*)-0}
(*)-6,2,4}

() - 8,9,10,14}
(+) - Higbiri
Cevap-1 :

6,2,4}

Soru-2 :

A={a,b,c,d } ve B={c,d,e.f,g,h} olmak iizere ANB kiimesi asagidakilerden hangisidir?
about:blank 27/199
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(Coktan Segmeli)

(*) - ab,c,de,f,g,h}
(*) - c.d}

(*) - b,c.d}

(*) - c,defg}
Cevap-2 :

c,d}

Soru-3 :

E={-8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8} evrensel kiime olmak iizere A={-8 } kiimesinin tliimleyeni asagidakilerden
hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

{
{—8,—6,—4,0,2,4,6,8}

{—6,—4,—2,0,2,4,6}
{0,2,4}
(—6,—4,—2,0,2,4,6,8}
@

Cevap-3:

{—6,—4,—2,0,2,4,6,8}

Soru-4 :

A={1,2,x,y,z,a} kiimesi i¢in
I. n(A)=5

II. 1eA

II1. 2¢A

IV. 5¢A

iddialarindan hangisi dogrudur?

(Coktan Se¢meli)
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(0)-1
(+) - IL, 111
() - 1IL IV
() - 1L, IV

(- LILIV
Cevap-4:

I, IV

Soru-5 :

Yukaridaki Venn semasina gore asagidakilerden hangisi yanligtir?

(Coktan Se¢meli)
A={1,23,x,vy}
ANB ={x,vy}

AUB ={1,23,x,y,a,p, 1}

A\ B ={1,2,3}
B\ A = {a}

Cevap-5:
AUB ={1,23,x,y,a,p, 1}

Soru-6:

20 kisilik bir sinifta Tiirk¢e bilmeyen 10 kisi, Fransizca bilmeyen 12 kisi, her iki dili de bilmeyen 3 kisi varsa
her iki dili bilen kag kisi vardir?

(Coktan Segmeli)
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(*)-1
(*)-3
(¢) -4
(*)-5
(*)-6
Cevap-6 :

1

Soru-7 :
Asagidaki 6zelliklerden hangisi yanligtir?

(Coktan Se¢meli)

(*) - AUA=A

(*) - (AUB)UC=AU(BUC)

(*) - AUB=BUA

(*) - AUBBNC)=(AUB)N(AUC)
(*) - AUG=0

Cevap-7 :

AUQ=0

Soru-8 :
A={x€R: 12<x<25} kiimesi i¢in agsagidakilerden hangisi yanligtir?

(Coktan Se¢meli)

(*) -n(A)=14
(*) - 12€A
(*) - 25€A
() - 45/2€A
(*) - 51/2€A
Cevap-8 :

51/2€eA
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Soru-9 :

80 kisilik bir yaz okulunda 32 kisi satrang oynuyor. Satrang bilmeyen erkek sayis1 8 olduguna gore satrang
bilmeyen kag kiz vardir?

(Coktan Segmeli)

(+) - 40
(+)-15
(+) - 47
(+)-35
(+)-23
Cevap-9 :

40
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3. REEL SAYILAR

3.1. Reel Sayilar Kiimesinin Tanimi

Asagidaki sartlar1 saglayan R kiimesine reel sayilar kiimesi ve elemanlarina da reel sayilar denir:
I. (TOPLAM) HR X R=R g5niigiimii, yani R X R = {(x.y):x,y € R} kiimesinden R kiimesine

(xy)-=x+y

seklinde tanimlanan toplam islemi asagidaki kosullar1 saglar:

1. Her * € R ¢lemani i¢in

x+0=04+x=x

olacak sekilde OER (sifir eleman) vardir.

2. Her * € R ¢lemanina karsilik

x+(—x)=(—x)+x=0

olacak sekilde —X € R (¥ in negatifi yada toplama gore tersi) vardir.
3. Her XY/Z € R i¢ip

x+(v+2)=(x+y)+z
dir.
4. Her %Y € R j¢in

X+ty=y+x

dir.
II. (CARPIM) * ‘R XR=R gsniigiimii, yani R X R= {(x,)):x,y € R} kiimesinden R kiimesine

(e y)—x-y

seklinde tanimlanan ¢arpim islemi asagidaki kosullar1 saglar:

5. Her X € R ¢lemani igin

olacak sekilde sifirdan farkli 1eR (birim eleman) vardir.

6. Sifirdan farkli her ¥ € R ¢lemanma karsilik
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olacak sekilde * ER (¥ in tersi yada carpima gore tersi) vardir.
7. Her XYZ € R jcin
x (yrz)=(xy)z
dir.
8. Her XY ER icin
X y=Yy-X
dir.
1. (TOPLAM VE CARPIM ARASINDA ILISKI) Her ¥:¥,Z € R j¢in
x+y) z=x-z+y-2z
dir.

IV. (SIRALAMA) R reel say1lar kiimesinin elemanlari arasinda “ = ” bagntis1 vardir, yani %Y € R icin

X =Y olup olmadig1 tanimlanabilir. “ < * bagntis1 asagidaki sartlari saglar:
a) Her ¥ € R clemam igin ¥ < X
by = MA(y< )= =Yy)

C)(x < YOA(Yy< 2)=(x<2)

d) Her %Y € R ¢lamanlar igin (X = ¥) V(¥ < X)

R reel sayilar kiimesi iizerinde bu “ = ” bagmntisina esitsizlik denir.

V. (TOPLAM VE SIRALAMA ARASINDA ILiSKi) Her %::Z € R jcin
x<y)=x+z<y+2)

VI. (CARPIM VE SIRALAMA ARASINDA ILISKI) Her X:Y € R icin
0O <OHOA(0SY)=0<x"y)

VIL (TAMLIK) X ve ¥, R nin bostan farkli ve her ¥ € X ve her ¥ € ¥ elemanlar igin ¥ = Y esitsizligini

saglayan iki alt kiimesi ise her ¥ € X ve her Y € ¥ icin
xX=sc=sy

olacak sekilde bir ¢ € R vardr.

Toplam isleminin sonuclari:

1. Rreel sayilar kiimesinde tek bir sifir eleman vardir.
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2. Roreel sayilar kiimesinin her elemani tek bir negatife (toplama gore terse) sahiptir.

3. R reel sayilar kiimesinde a,b € R olmak iizere
a+x=Db
denklemi
X=b+ (—a)
seklinde tek bir ¢oziime sahiptir.

1. R reel sayilar kiimesinde tek bir birim eleman vardir.
2. Rreel sayilar kiimesinin sifirdan farkli her elemani tek bir terse (¢carpima gore terse) sahiptir.

3. R reel sayilar kiimesinde @0 € R ve @ # 0 glmak iizere

denklemi
Xx=b-al

seklinde tek bir ¢oziime sahiptir.

Toplam ve carpim arasindaki iliskinin sonuclari:

1. Her X E R j¢in
x-0=0-x=0

2. %Y ER olmak iizere
(x-y=0=x =0)v(y=0)
3. Her ¥ € R j¢in
—x=(—1)"x

4. Her X € R j¢in
(—1(-v)=x

5. Her ¥ € R jcin

(—0) (—0)=xx

Siralamanin sonuglari:
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1. Her %Y € R ¢lemanlan asagidaki durumlardan sadece bir tanesine sahiptir:

X<y, Xx=Yy, y<X

2. Her X% € R icin

xXx<YA(y< 2)=(x<2)
(x=yYA(y< 2)=(x<2)

Toplam ve carpim islemleri ile siralama arasindaki iliskinin sonug¢lari:

1. Her X:Y:2t € R jcin
x<y)=x+2)<(y+2)
0<x)=(—x<0)

<A (z<)=x+2z<y+1t)
x<yYN(z<t)=(x+z<y+1)
2. Her XY,Z € R j¢in
O<x)A(0<y)=0<x-y)
x<O)A(y<0)=0<x-y)
x<OA(0<yY)=(xy<0)
x<YHA(0<2)=(x2<y-7)
xX<YA(z<0)=(yz<x-2)

3.0 <1 gjr.

4. Sifirdan farkli her XY € R icin
O<x)=0<x1

O<OA(x<y)=0<y H Aa(yl<x)

Sifirdan biiyiik reel sayilara pozitif sayilar denir ve R" ile gosterilir. Sifirdan kiiciik reel sayilara negatif

sayilar denir ve R ile gosterilir, yani
Rf={xeR:0<x}

R ={xeR:x<0}
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dir.

Toplam ve carpim islemleri ile siralama arasindaki iligskinin sonuglarindan o<1 oldugundan Lin pozitif say1
oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica, yine ayni sonuglardan pozitif iki reel sayinin ¢carpiminin pozitif, negatif iki
reel sayinin ¢arpiminin yine pozitif, bir pozitif ve bir negatif reel sayinin ¢arpiminin negatif ve sifirdan farkl
pozitif bir reel saymin tersinin de pozitif oldugunu da goriiriiriiz.

Simdi reel sayilarin en 6nemli siiflarini ve bu siiflarda reel sayilar lizerinde tanimli iglemlerin
hesaplamalarini gorelim.

3.2. Dogal Sayilar ve Matematiksel Tiumevarim Prensibi

L1+1,(1+1)+ 1. formundaki reel sayilar sirastyla 12,3, jle gosterilir ve bu formda olugsmus reel

sayilara dogal sayilar denir ve dogal sayilarin kiimesi Nile gosterilir, yani

N ={1,23,.n0+ 1.}

dir ve N © R djr,
Dogal sayilarin bu tanimi, dogal sayilara asina olan ve kullanan biri i¢in, 6rnegin onluk hesaplama
sisteminde, anlaml1 olacaktir. Fakat bu tanimlamay1 anlamlandiran asil nokta Matematiksel Tiimevarim

Prensibi’dir.

Matematiksel Tiimevarim Prensibi:

E,N dogal sayilar kiimesinin
i 1€EE

ii. Her XEE jcinx + 1 €E

kosullarini saglayan bir alt kiimesi ise E=N g

Bu prensip kullanilarak, bundan sonra dogal sayilar ile ilgili siirekli olarak kullanacagimiz birkag 6zellik
verilebilir:

Ornek: iki dogal saymin toplami ve garpimi da bir dogal sayidur.
Bu 6zelligi kanitlayalim:

mn €N olsun. Ik olarak, (M + 1) €N sldugunu gosterelim:
E={neN:Herm€Ni¢cin (m+ n) € N}

kiimesini alalim. Dikkat ediniz ki bu kiime herhangi bir dogal say1 ile toplandiginda bir dogal say1 olusturan
elemanlarin kiimesidir. Bu kiimenin N ye esit oldugunu gosterirsek tiim dogal sayilarin toplamlarinin dogal

say1 oldugunu gostermis oluruz. E=N oldugunu Matematiksel Tiimevarim Prensibinden gosterelim:

i. 1€ E dir. Ciinkii dogal sayilarin tanimindan her M € N jein MEN jge m+ 1EN g
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ii. "€ E glalim. (* t DEE oldugunu gésterelim. ™ € E jse her m € Nigin (m +n) €N gir Dogal
sayilarin tanimindan (m+n) ENjge (m+n) +1EN gir Reel sayilarin 6zelliklerinden

(n+1)+m=(m+n)+1gdugundan (n + 1) + M €N ¢lde edilir. Buda (? + 1) € E gldugunu gosterir.

E kiimesi Matematiksel Tiimevarim Prensibinin iki sartim da sagladigindan E=N

dir.

(m-n) EN gldugunu Coziimlii Sorular kisminda yapacagiz.
3.3. Rasyonel ve irrasyonel Sayilar
Tamsayilar

Dogal sayilarin kiimesi N, dogal sayilarin negatiflerinin (toplama gore terslerinin) kiimesi ve sifirin

birlesimlerinin kiimesine tamsayilar kiimesi denir ve L jle gosterilir, yani
Z={., —(n+1),—n..—3,—2,—1,0,1,23,.nn+1,.}
dir.

Ozellik: iki tamsaymin toplam1 ve garpimi da bir tamsay1dir.

iki MM € Z jcin ™M =N K olacak sekilde bir ¥ € Z yarsa ™, M ye bdliiniir yada ™ ™ nin bir katidir yada %M
nin bir bolenidir denir.

BirPEN,p#1 dogal sayisinin 1 den ve kendisinden bagka boleni yoksa P asal say1 denir.
Aritmetigin Temel Teoremi: Her "' € N dogal sayis1
n=py-pz2-.."Pk

olacak sekilde P1:P2:-~Pk asal sayilarin ¢arpimi seklinde yazilir ve bu yazilis ¢arpanlarin sirasi goz ardi
edildiginde tek tiirliidiir.

Tve =1 den baska ortak boleni olmayan "1 € L tamsayilarina aralarinda asal sayilar denir.

Rasyonel Sayilar

. w1 . . . . .
mn €L olmak iizere ™ M formundaki sayilara rasyonel sayilar denir. Rasyonel sayilarin kiimesi Qjle
gosterilir.

o eqe e . . — .y —1 . L
Her (M) tamsay ikilisi  # 0 ise bir 9 =™ "M rasyonel sayist iiretir.

m
— . —1 — . . . . s qee e . . e .
q=m*'N " gayis1, n seklinde gosterilen m ve n nin boliimii seklinde de yazilir ve bu gosterilise kesir
denir.

about:blank 37/199



6.02.2023 00:26 Ders : Programcilar Igin Matematik - eKitap
Irrasyonel Sayilar

Rasyonel olmayan reel sayilara irrasyonel sayilar denir. Irrasyonel sayilarin kiimesi I
ile gosterilir, yani I'=R/Q dir.

. 3

Ornek: \ﬁ, w5, log 3 irrasyonel sayidir.

Araliklar: R nin, elemanlar1 herhangi iki say1 arasinda kalan ve en az iki say1 igeren alt kiimelerine aralik
denir ve soyle gosterilirler:

(@b) ={x €R:a<x<b}.apacik aralips 4 b

[a.b] = {x € R:a<x<Db}.apkapal araligs

s - >
i b

(@b] =xER:a <X <Db .y yjiceren ab yari-agik araligi

=
a b

w

la.b) = {x ER:a<x<h}.,yiceren ab yari-agik aralig1

- .
a b

b—a ya bir ab araliginin uzunlugu denir ve bir 1 araliginin uzunlugu 11 ile gosterilir.

(a,+0) ={x ER:a <x} y¢1k aralik

[

[a, + ») = {x € R: a < x} kapali aralik

o

(—oob) ={x ER:x <b} a1k aralik

L o

]

(—o0,b] = {x € R:x < b} kapals aralik
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b

(— 00,4+ ) =Rpem acik hem kapal1 aralik

araliklarina da sinirsiz ya da sonsuz araliklar denir.

Ornekler:

a) 2x + I<x+2 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
2x +1<x+2 Herikitarafa 1 ekleyelim
2x <x+1 Her iki taraftan x qikaralim

x<1

elde edilir. Dolayisiyla ¢6zliim kiimesi (—o,1) acik araligidir.

X
b) —5<3x—1 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

X
-z <3x—1 Her ikitaraf15 ile carpalim

—x < 15x — 5 Her iki taraf1x ile toplayalim
0<16x—5 Herikitaraf15 ile toplayalim
5<16x Her iki taraf116 ile bolelim

5
— <
16 ~°

5

elde edilir. Dolayisiyla ¢6zliim kiimesi (16’ + oo) acik araligidir.

3.4. Mutlak Deger

X € R olmak iizere

_{x, x=0
IXI=1"%, x<o0

sayisina X in mutlak degeri denir.

Ornek: 3 >0 pozitif bir say1 oldugundan 13| =3, [0]=0
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—5 < 0 negatif bir say1 oldugundan | =5/ = —(=5) =5

Geometrik olarak * in mutlak degeri reel sayilar dogrusu tizerinde * ile 0 arasindaki uzakliktir. Uzakliklar
daima ya pozitif yada sifir oldugundan her X € R icin 11 = 0 qir yada x| =0 =x=0 g,

Ayrica reel say1 dogrusu iizerinde herhangi X ve Y sayisi arasindaki uzaklik 1¥ — Y| dir.

Ozellikler:
1| =x[=|x]
2. |xyl = |x||yl

3 y # 0 olmak tzere

4. (Uggen Esitsizligi) [* + Y| = |x| + |yl

Uyart: | —=%| = — [¥| esitligi her zaman dogru degildir. Ornegin | =51 = 5iken — 5] =—5 gir.

Mutlak Deger ve Araliklar

+ .
a € R™ olmak iizere
1. 1X|=a=x=ayada x=—a

7 x| <as=—a<x<a

Yani, ¥ in 0 a uzakliginin bir ¢ pozitif sayisindan kiigiik olmasinin anlami, ¥ in =@ ile@  arasinda
olmasidir.

3. |x[>a=x>a a4y x<—a
4. |x|<as—-a<x<a
5. |x|2a<:>x2ayada X< —a

Ornekler:

1. 13X = 2] = 5 denkleminin ¢Oziim kiimesini bulunuz.
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Mutlak degerin “ |[X| = @9=X =@ yada X = —a” 5zelliginden
|3x — 2| =5 jge 3x — 2 :5yada3x_2 = —5 dir.

7
3

3x —2 =5 jge 3X¥ = 7 ye buradan * bulunur.

3x — 2 =—5 jge 3x = —3 ve buradan ¥ = —1 bulunur.

7
Dolayisiyla 3% — 2| =5 denkleminin ¢Oziim kiimesi {_1' 5} diir.

<2 . .. ..
esitsizliginin ¢éziim kiimesini bulunuz.

1
2.‘4+;

< 2.
1S

.« vy s q1ews 4
Mutlak degerin “|X| < @S —a <x <a» sze|liginden ‘ t

1

Esitsizligin her tarafindan 4 cikaralim.

1
—6< —< -2
X

Her iki tarafinin tersini alalim.

1 1
— E <x<-— g
|4 +1 (-1,-1)
bulunur, yani x esitsizliginin ¢6ziim kiimesi 2’ e/ dir.
3.5. Tam Deger

XER sayisindan kiiglik yada esit olan en biiyiik tamsayiya X in tam degeri denir ve [ ile gosterilir.

Ornek: [2,5] = 2 dir. Ciinkii 2,5 sayisindan kii¢iik olan en biiylik tamsay1 2 dir.

[—2.8] =—3 dir. Cilinki 2,8 sayisindan kiiciik olan en biiyiik tamsay1 -3 diir

[11 =1 gir. Ciinki 1 bir tamsayidir ve tam degeri kendisidir.

Ozellikler:
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1. Her X € Rjcin
x=[x]+k

olacak sekilde kK €[0,1) vardir.
Bir baska deyisle,

[x]=ajgea<x<a+1 g

2. Her XY E R jcin

[x +y] = [x] + V]
dir.

3. M E L olmak iizere her X € R jcin
[x+m] =[x]+m

dir.

a € Z olmak iizere

4. [x]>a jse x=a+1 gj.
5.[x1 =z a jge x = agjr.

6. [x] <a jse x <a i

7. X1 =@ jgex<a+ 14

Ornekler:

1. [x — 41 = 2 genkleminin ¢oziim kiimesini bulunuz.

Tam degerin “[X] = @ jse @ = x < a + 1> szelliginden
[x—4] =2 ise 2=x—4<3 .

2<x—4<3Her ikitarafa 4 ekleyelim

6<x<7

elde edilir, yani [x — 4] = 2 genkleminin ¢dziim kiimesi [6.7) dur.
2. [x—4]>2 esitsizliginin ¢dzlim kiimesini bulunuz.
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Tam degerin “[X] > @ jse¢ ¥ = a+ 1> gzelliginden

[x—4] > 2 jgex—4=23 yani X = 7 elde edilir. Dolayistyla [x—4] >2 esitsizliginin ¢oziim kiimesi
[7, + %) araligidur.

3.6. Cozumlii Sorular

1. Iki dogal sayinin ¢arpimi da bir dogal say1 oldugunu Matematiksel Tiimevarim Prensibini kullanarak
gosteriniz.

mn €N gjsun. (M 1) EN gldugunu gosterelim:
E={neN:HermeN icin (m-n) € N}

kiimesini alalim. Dikkat ediniz ki bu kiime herhangi bir dogal say1 ile ¢arpildiginda bir dogal say1 olusturan
elemanlarin kiimesidir. Bu kiimenin N ye esit oldugunu gosterirsek tiim dogal sayilarin carpimlarinin dogal

say1 oldugunu gostermis oluruz. E=N oldugunu Matematiksel Tiimevarim Prensibinden gosterelim:
i. 1€ E dir. Ciinkii birim elemani taniminda her M € N jcin M €N jge m* 1 €N gjp.

ii. "€ E glalim. (* + 1) € E oldugunu gosterelim. ™ € E jse her m € Nigin (m - n) €N i Toplam ve

¢arpim arasindaki iliskiden 7 ° m+1)=m-n+m-1 = L +m dir, mm-ne€N oldugundan ve iki
dogal saymin toplaminin da bir dogal say1 oldugundan (Ornek olarak yukarida gostermistik),

m-(m+1)=m-n+meN ¢|de edilir. Bu da n +1EE oldugunu gosterir.

E kiimesi Matematiksel Tiimevarim Prensibinin iki sartim da sagladigindan E=N

dir.

2. mEN)A m# 1)=((n— 1) €N) gldugunu Matematiksel Tiimevarim Prensibini kullanarak gosteriniz.

E={n—1eR:neN,n+1}

kiimesinin N ye esit oldugunu gosterirsek soruda isteneni elde etmis oluruz. E=N oldugunu gostermek i¢in
Matematiksel Tiimevarim Prensibini kullanalim.

i. 1€E dir. Ciinkii 2=1+1€N ye1=2-1 formundadir.

ii. M€ E glalim. O halde M =71 — 1 glacak sekilde bir € N vardir. Buradan
m+l=mn-1)+1=mn+1)—-1 olacagindan ve " + 1 €N gldugundan (M + 1) EE gir,
E kiimesi Matematiksel Tiimevarim Prensibinin iki sartin1 da sagladigindan E=N
dir.

4

—— >3 .. ..
3.x+1= 7 esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.
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4 g
x+1= 7 esitsizligi sadece X = —1 jcin tammhdir. Ciinkii ¥ = —1 icin kesir tanimsiz olur ve X < —1 icin

kesir negatif olur. Dolayisiyla X + 1>0 olmahdur. Esitsizligin her iki tarafin1 X + 1ile carpalim.

4>3(x+1)=3x+3 Her iki taraftan 3 qikaralim

1>=3x Her iki taraf13 ile bolelim
L >
32X
.—1<x<l .(—111
bulunur. Dolayisiyla ¢6ziim kiimesi = 3, yani " 31 yari-a¢ik araligidir.

4, [5x=2[=1 esitsizliginin ¢dzlim kiimesini bulunuz.
Mutlak degerin “|X| 2 X 2 @ yada X < =@ §zelliginden

5x—221yada 5x —2 < -1 {ir.

S5x =221
5x —2=1 Herikitarafa 2 ekleyelim

5x =3 Her iki taraf15 ile bolelim

x =

v w

elde edilir.
5x —2=<—1 g
S5x —2<—1 Herikitarafa 2 ekleyelim

5x <1 Her ikitaraf15 ile bolelim

X<

ul] =

elde edilir.
1 3
Dolayisiyla |5x — 2] =1 esitsizliginin ¢6zliim kiimesi (_00' E] B [5' M 00) dur.

4 1
5.5(0=3)<7(x=5) esitsizliinin ¢oziim kiimesini bulunuz.

4 1
3 (x—3)< 7 (x —5) Her iki taraf135 ile carpalim

28(x —3) <5(x—5) Carpimn toplam lizerine dagilim 6zelliginden
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28x — 84 <5x — 25 ¢]de edilir. Buradan
28x — 5x <84 — 25

23x < 59

59
< —_—
<93

1 59
3)<7(x—53) esitsizliginin ¢oziim kiimesi (_oo’ E) elde edilir.

bulunur. Dolayisiyla . % (r—
6. 4x — [x] = 5 denkleminin ¢Oziim kiimesini bulunuz.
IxXl=ajgea<x<a+1q;
a<x<a+1 Herikitaraf14 ile carpalim
4a < 4x < 4a + 4 Her iki taraftan [x] qikaralim

4a—[x] <4x —[[x] <4a+ 4 —[x], [x] = aoldugundan
da—a<4x—[x]<4a+4—a

3a<4x—[x] <3a+4, 4x—[x]=5o0ldugundan 3a<5<3a+4

5 1
bulunur, yani 38 < 5 ye 5 <3a+ 4 gjr, 3a<5j5ed=3 V€ 0<3a+4 5, 1<3a yepyradan3 <&

bulunur. Dolayistyla,

w]

1 e
§ a=
elde edilir. @ = [X] bir tamsay1 degeri olacagindan yukaridaki esitsizlikten ¢ = 1 dir.

a<x<a+1 gldugundan @ = Ligin 1 <X <2 dir. Dolayistyla denklemin ¢éziim kiimesi [1,2) yari-agik
araligidir.

7. [2x—2] =12 esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.

Tam degerin “[X] = @ jge ¥ < @+ 1> gzelliginden
15

[2x — 2] =12 jge 2x — 2 <13 ¢|de edilir, yani 2X < 15 ve * < 7 dir. Dolayisiyla esitsizligin ¢6ziim

15
kiimesi ( - 7) yari-agik arahigidir.

Boliim Ozeti

Bu boliimde reel sayilar ele alinmistir. Reel sayilar kiimesinin tanimi verilmistir. Bu tanimda yer alan toplam,
carpim ve siralama iglemlerinin birbirleriyle olan iligkileri incelenmistir. Daha sonra reel sayilar kiimesinin
baz1 6zel alt kiimeleri verilmistir. Bunlardan biri olan dogal sayilar kiimesi tanimlanmis ve Matematiksel
Timevarim Prensibi verilmistir. Dogal sayilarin temel 6zellikleri Matematiksel Tiimevarim Prensibi
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yardimiyla gosterilmistir. Diger 6nemli alt kiimeler olan tamsayilar, rasyonel ve irrasyonel sayilarda
tanimlanmis ve birbirleriyle olan iliskiler verilmistir.

Bu temel tanimlamalardan sonra siralama bagintisinin bir 6zelligi olarak aralik kavrami verilmistir. Acik,
kapali, yari-acik aralik tiirleri tanimlanmistir.

Bu iinitede reel sayilar i¢in iki temel kavram da tanimlanmistir: Mutlak deger ve tam deger. Bu kavramlarin
tanim ve Ozellikleri verildikten sonra, elimizdeki bir esitlik ve esitsizligin ¢6ziim kiimeleri bu kavramlarin
ozellikleri yardimiyla nasil elde edilir konusuyla ilgilenilmis ve ¢ok sayida 6rnek ¢oziilmiistiir.

Kaynak¢a

1. V.A. Zorich, Mathematical Analysis I, 2nd edition, Springer, 2015

2. G.B. Thomas, Calculus, 12th edition, Addison-Wesley

Unite Sorular:
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Soru-1:

(Coktan Segmeli)

Cevap-1:

67
j—
75

Soru-2 :
9 -2 x > 5 esitsizliginin ¢oziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(*) - (-o0,1)
(*) - (1,+0)
(*) - (-0,2]
(*) - [1,+0)
(2)-(0,1)
Cevap-2 :

(-0,2]

Soru-3 :

4(x+5) >5 (x-3) esitsizliginin ¢ozliim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
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(Coktan Segmeli)

(*) - [35,+0)
(*) - (-0,35)
(*) - (35,40)
(*) - (0,35)
(*) - (-00,35]
Cevap-3 :

(-0,35)

Soru-4:
|5x-2|<1 esitsizliginin ¢éziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(*) - [-1/5,-3/5]
(*) - (1/5,3/5)

(+) - (-o0,1/54 UL | 3/5,+00)]
(*) - [1/5,3/5]

(*) - (1/5,3/511

Cevap-4 :

[1/5,3/5]

Soru-5:
|7-3x|=1 denkleminin ¢6ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)
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Soru-6 :
4x-[x]=5 denkleminin ¢6ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

()-[1.2]
(9)-(1,2)
()-(1,2]
(9)-[1.3)
()-[1,2)
Cevap-6 :

[1,2)

Soru-7 :
[2x-2] <12 esitsizliginin ¢oziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

() -(0,15/2)

(*) - (,0)

(*) - (-0,15/2)

(4) - (}-o0,15/21
(*) - (15/2,+00)
Cevap-7 :

(-0,15/2)

Soru-8 :
X,y,z birer pozitif tamsay1, x-y=12 ve y-z=6 olduguna goére x+y+z nin alabilecegi en kii¢iik deger kagtir?

(Coktan Segmeli)
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(¢)-8
(*)-9
(*)- 10
(4)-11

(*)-12
Cevap-8 :

9

Soru-9 :
Asagidakilerden hangisi bir dogal sayidir?

(Coktan Segmeli)
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4. BAGINTI

4.1. Kartezyen Carpim

avyeb elemanlarinin, ilk elemanin 4, ikinci elemanin b olacak sekilde gosterilisine ¢ ve b nin sirali ikilisi

denir ve (@b) jle gosterilir. Bununla birlikte,
(a,b) = (c,d)
olmast i¢in gerek ve yeter kosul ¢ = € ve b = d olmasidir. Bu sebeple, eger @ # D ise (ab) # (b,a) qyr.

Uyari: (@) gosterilisi, {®D} gosterilisi ile karistiriimamalidir, (@:0) @ ve b nin siral ikilisini ifade ederken,

{a,b}’ elemanlar1 @ ve P olan bir kiimeyi ifade eder ve kiimelerde elemanlarin sirasinin 6nemi yoktur, yani {
a,b} = {b,a} qr.

AveB herhangi iki kiime olsun. @ € A ve b € B glmak iizere tiim (@P) sirali ikililerinin kiimesine 4 ve B

kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir ve AXB jle gosterilir. Dolayisiyla,
Ax B ={(ab):a€ AvebE€ B}

dir.

Herhangi sonlu A ye B kiimesi i¢in 4 X B kartezyen ¢carpiminin eleman sayisi
n(A x B) =n(4A)n(B)

dir.

Ornek: 4 = {24,6} ve B = {X,}} olsun.

AX B ={(2%),(2,y),(4x),(4y),(6x),(6,y)}

dir. Gériildiigii gibi "(A X B) =6 =3 -2 =n(A)n(B) dir.

B x A= {(x2),(x4),(x6),(y.2),(y4).(.6)}

Ax A={(22),024),26),(42),(44),4,6),(62),(64),06,6)}

dir.

Bu 6rnekte gorildiigii gibi AXB#BXA qy, yani kartezyen ¢arpimda siranin 6nemi vardir.
4.2. Baginti

A ve B iki kiime olmak iizere 4 X B kartezyen ¢arpiminin bir alt kiimesine A dan B ye bir bagint1 denir.

R A dan B ye bir bagint1 olsun. Dolayisiyla R ilk eleman1 A dan, ikinci elemani B den gelen sirali ikililerin

bir kiimesidir, yani her @ € AvebEB cifti i¢cin asagidakilerden biri mutlaka dogrudur:
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1. (@b) € R, vy durumda @, b ye R-bagintilidir denir.
2. (ab) & R; bu durumda &, b ye R -bagintili degildir denir.

Eger R A dan4 ya giden bir bagint1 ise, yani A?=AXA nin bir alt kiimesi ise, R ye A jizerinde bir baginti
denir.

Bir R bagintisina siralt ikililerin ilk elemanlarinin olusturdugu kiimeye R bagintisinin tanim kiimesi, ikinci

elemanlarinin olusturdugu kiimeye ise R bagintisinin deger kiimesi denir.

Ornekler:

1.A={abc} B ={2,46} olmak iizere R = {(@,2),(2,6),(¢.2)} olsun. R, 4 dan B ye giden bir bagmntidir.
Clinkd, R AXB kartezyen ¢arpiminin bir alt kiimesidir. R nin tanim kiimesi, yani R ye ait olan sirali

ikililerin ilk elemanlarinin kiimesi, {a,c} dir. R nin deger kiimesi, yani R ye ait olan sirali ikililerin ikinci
elemanlarinin kiimesi, {2,6} dir.

2. Herhangi bir kiimeler toplulugu tizerindeki & kapsama islemi bir bagintidir, yani R ={(A,B):A € B} gjr.

3. R = {(m,n):m bdler ”}, Z tamsayilar kiimesi tizerinde bir bagintidir. Burada ™ boler 11, * = mk olacak

sekilde bir k € Z olmast anlamindadir ve M| seklinde gosterilir. Ornegin, 5|30 ama 41/30 dir.

4. A herhangi bir kiime olmak iizere A X Aye® de AX A i birer alt kiimesi oldugundan A jizerinde birer

bagintidirlar. AXxA bagintisina evrensel baginti, @ bagintisina bos bagint1 denir.
4.3. Bagint1 Tiirleri

Yansimah Baginti: Bir A kiimesi iizerindeki bir R bagintisi

"her @ € A jcin (a,a) ER»

kosulunu sagliyorsa R bagintisina yansimali bagint1 denir. Eger (@,a) &R olacak sekilde en az bir @ € A4 var

ise R bagintisina yansimali olmayan baginti denir.

Ornek: 4 = {1,357} kiimesi iizerinde verilen
R1 ={(1,1),(1,3),(3,5),(1,5),(7,7)}
Rz = {(1,1),(1,3),(3,3),(5,5).(7.7)}

Rz ={(1,3),(3,1)}

Ry = (D, bos baginti

Rs = A XA evrensel bagmti
bagintilarinin yansimali olup olmadiklarini inceleyelim.

A kiimesi 13,57 elemanlarindan olustugu icin bir bagintinin yansimali olmasi i¢in tanimi geregi
(1,1),(3,3),(5,5).(7.7) ikililerini icermelidir. Bu ylizden sadece Rz veRs=AXA bagintilar1 yansimalidir.
Ry bagintisi (3,3) ve (55) ikililerini icermedigi i¢in, R3 ye R4 bagntilari (1,1),(3,3),(5,5),(7.7) ikililerini

icermedigi i¢in yansimali olmayan bagintilardir.
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Simetrik Baginti: Bir A kiimesi iizerindeki bir R bagintisi
" a,b € A glmak iizere (@) € R jge (b,a) ER n

kosulunu sagliyorsa R bagintisina simetrik baginti denir. Eger (ab) € R fakat (b:a) & R glacak sekilde en az

bir D € A yar ise R bagintisina simetrik olmayan bagint1 denir.

Ornek: 4 = {1,3,5,7} kiimesi iizerinde verilen

Ry ={(1,1),(1,3),(3,5),(1,5),(7,7)}

R, ={(1,3),(3,7),(3,1),(7,3).(7.7 ) )
2 ={A3.GD.CDTIL )}bagmtllarmdan Ry bagintis1 simetrik olmayan bagintidir. Ciinkii,
(1,3) € Ry jken (3,1) € R1 dir. Benzer sekilde, (1,5) € R1 jken (5:1) € R gir yada (3,5) € R1 jken
(5,3) € Ragir. R2 bagintis1 simetriktir. Ciinki, (3,7) € Rz jken (7,3) € Rz ye (3,1) € Rz jken (1,3) € Rz gir,

Anti-simetrik Baginti: Bir A kiimesi iizerindeki bir R bagintisi

na,b € A glmak iizere (@D) ER o (b,a) ER jgea=Db v

kosulunu sagliyorsa R bagintisina anti-simetrik bagint1 denir. Eger (a.b),(b,a) € R glacak sekilde

birbirlerinden farkli @0 € 4 var ise R bagintisina anti-simetrik olmayan baginti denir.

Ornek: 4 = {1,3,5,7} kiimesi tizerinde verilen R = {(1,1),(3,7),(3,1),(7,3),(7,7)} bagintis1 anti-simetrik
degildir. Ciinkii, (3.7),(7.3) € R fakat 3 # 7 dir.

Gecismeli Baginti: Bir A kiimesi tizerindeki bir R bagintisi
v a,b,c € A 5lmak iizere (WD) ER ye (b,c) ER jqe (A,) ER v

kosulunu sagliyorsa R bagintisina gegismeli bagint1 denir. Eger (a,h),(b,c) € R fakat (a,C) € R olacak

sekilde a,b,c €A yarise R bagintisina gecismeli olmayan baginti denir.

Ornek: 4 = {1,3,5,7} kiimesi uzerinde verilen

Rl . {(111)’(113)’(3'7)’(311)'(7'3)’(717)}

bagintis1 gecismeli bagintidir. Ciinkd, (1,3),(3,1) € Ry ve (L1) € Ry iy, (7,3).(3,7) € Ry ve (7,7) € Ry gir.
Fakat,

R, = {(1,1),(1,3),(3,5),(7.7)}
bagintis1 gegismeli degildir. Ciinkii, (1.3):(3,5) € Rz ama (1,5) € Rz i,
4.4. Denklik Bagintis1 ve Parcalanis
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Bostan farkl1 bir 4 kiimesi iizerinde yansimali, simetrik ve gegismeli bir R bagintis1 varsa bu R bagintisina,

A izerinde bir denklik bagintis1 denir. Baska bir deyisle, A kiimesi iizerinde
1. Her @ € 4 i¢in (@.a) ER
2. Wb € A gimak iizere (D) E R jge (b,a) ER

3. &b,c € A glmak iizere (D) € R ye (D) € R jge (a,C) ER

kosullar1 saglantyorsa R ye A {izerinde bir denklik bagintis1 denir.
Ornek:

1. ™M pozitif bir tamsay1 olmak iizere iki &P tamsayist igin 12 — D ise, yani "™ boler @ = b" ise @ ve b

modiilo " eslesik (kongrii) denir ve
a = b(modm)
seklinde gdsterilir. Ornegin, ™ = 3 modiiliine gore

12 = 0(mod3) ve 25 = 1(mod3)

dir. Ciinkii 3 boler 12 — 0 ve 3 poler 25 — 1 gir.

Modiilo ™ ¢ gére eslesik bagintisi, L tamsayilar kiimesi tizerinde bir denklik bagintisidir.

2. Bir kiimeler toplulugu tizerindeki S kapsama bagintis1 denklik bagintisi degildir. Ciinkii bu bagimnti

simetrik degildir, yani ACB kapsamasi her zaman B< A kapsamasini gostermez.

R bostan farkl bir 4 kiimesi iizerinde denklik bagintist olsun. Her ¢ € A ya karsilik gelen R-baglantlh

elemanlari kiimesine 4 da @ nin denklik smifi denir ve @] ile gosterilir, yani
la] = {x:(a,x) € R}

dir. Herhangi bir b € [a] ya da [a] denklik sinifinin temsilcisi denir.
A nin tiim elemanlarinin bir R denklik bagintist altindaki denklik siniflarinin olusturdugu topluluga ApnR

bagintisina gore parcalanist denir ve A/R jle gosterilir, yani
A/R ={|a]:a € A}

dir.

Ornek: 4 = {@.b.c} kiimesi iizerinde R = {(a.a),(a,b),(b,a),(b,b),(¢,C)} bagmtis1 bir denklik bagmtisidhr.

Ciinkii yansimali, simetrik ve ge¢ismelidir (Kontrol ediniz.). Dolayisiyla A nin elemanlarinin denklik
siniflar1 su sekildedir:

la] ={ab}, [b] ={ab}, [c]={c}

Burada [@] = [b] oldugu goriilmektedir ve A/R = {[al.[c]}| A nin bir parcalanisidir.
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4.5. Kismi Siralama Bagintisi

Bostan farkl1 bir 4 kiimesi iizerinde yansimali, anti-simetrik ve gecigsmeli bir R bagintis1 varsa bu R

bagintisina, A iizerinde kismi siralama bagintis1 denir.

Ornek:

1. Bir kiimeler toplulugu tizerindeki = kapsama bagintisi kismi siralama bagintisidir. Cilinkii, kapsamanin
tanimindan

— Herhangi bir A kiimesi igin 4 < 4
_AEB BEAj,A=B
_AEB BEC(CicACSC

ozelliklerinin saglandigi agiktir.

2. N dogal sayilar kiimesi iizerinde na,b €N gimak iizere @lb" bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir.
Ciinkai,

— Herhangi bir @ € N i¢in ala gy, Ciinkii, her @ € N ¢lemani @ = @.1 geklinde yazilir.

—alb yeblajse a=b g, Cilinki, alb jse b = ak glacak sekilde ¥ € N yardir. bla jse a = bt glacak sekilde
t €N yardyr, b = ak ye a = bt ggitliklerinden b = ak = (bt)k = b(tk) yani tk =1 elde edilir. -k EN ye
th =1ise t =k =1 gir. Buradan da @ = D elde edilir.

—alb ye blc jse alc dir. Ciinkii, @lP ise b = ak olacak sekilde X € N vardir. D¢ jse € = bt olacak sekilde

t € N yardir. Bu iki esitlikten ¢ = bt = (ak)t=4(kt) elde edilir. Burada ot € N jge kt €N olacagindan alc
dir.

Fakat Z tamsayilar kiimesi {izerinde alb bagintis1 kismi siralama bagintis1 degildir. Ciinkii, anti-simetrik

ozelligi saglanmaz. Ornegin; 1] - 1, —1|1 fakat =1 # 1 gir,

4.6. Cozumlii Sorular

1. A=1{pr.s} ye B ={246} olmak iizere 4 X B kiimesinin elemanlarini bulunuz. n(4 X B) =7
ik olarak, M(A X B) =n(A)n(B) =33 =9 4jr A X B = {(a,b):a € Ave b € B} 5]qugundan

A X B ={(p.2),(p4),(p,6),(1,2),(r4),(1,6),(5,2),(5,4), (5,6)} bulunur.

2. (5xx —y) = (10,3) esitligini saglayan %+ sayilarini bulunuz.

Iki siral1 ikilinin esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul birinci elemanlarin birbirine esit ve ikinci elemanlarin
birbirine esit olmadisidir. Dolayisiyla,
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5x= 10 y¢ x—y=3

olmalidir. Burada * = 2 ve ¥ = —1 bulunur.
3. A={xy.zt}, B=1{1,2,3} glmak iizere

R = (6 1),(x3),(22),(61),(t:3))

bagitisinin tanim ve deger kiimelerini bulunuz.

R nin tanim kiimesi, R ye ait sirali ikililerin ilk elemanlarinin olusturdugu kiimedir, yani {x.2,t} dir. R nin

deger kiimesi ise R ye ait sirali ikililerin ikinci elemanlarinin olusturdugu kiimedir, yani {1.2,3} diir,

4. N dogal sayilar kiimesi iizerindeki

R={(xy):x+ 3y =12}

bagintisinin tanim ve deger kiimelerini bulunuz.

Once R nin elemanlarini bulalim. X + 3Y = 12 esitligini saglayan tim XY € N gay; ciftleri ¥ = 9Y=1, yani

() =(1) ER x=6y =2 yani (x,y) =(62) ER x=3,y =3 yanj (x.¥) = (3,3) € R pylunur.
Buradan

R =1{(91),(6.2),(3,3)}
elde edilir. Dolayistyla R nin tanim kiimesi {9,6,3} ve deger kiimesi {1,2,3} diir.

5. %.Y,Z birbirlerinden farkli elemanlar olmak iizere 4 = {X,Y,2} kiimesi iizerinde tanimli
R1 = {(xx),(x,y),(x,2),(2,2) }
Rz = {(x,x),(x,y),y.%).(y,),(2.2)}
R3 = {(x,x),(xy),(v.y),(v.2)}
? . bos baginti
AX A : eyrensel baginti

bagintilarinin (a) yansimali (b) simetrik (c) gecismeli (d) anti-simetrik olup olmadigini inceleyiniz. Hangileri
denklik bagintisidir?

(a) Verilen bir R bagintisinin yansimali olup olmadigini bulabilmek igin ¥:¥+%4 € 4 j¢in (x.x),(y.y).(2,2) €R
olmasi kosulunu saglayip saglamadigina bakmaliy1z.

R1 bagintist yansimali degildir, ciinkii ¥ € 4 ama (:¥) € R1 dir.
R2 bagintis1 yansimalidir. Ciinkii, XYZ € 4 i¢in (x,X),(¥,¥),(2,2) € Rz dir.
R3 bagintisi yansimali degildir. Ciinkii, Z € 4 ama (2,2) & R3 dir,
D bos bagintis1 yansimali degildir. Ciinkii, ¥:Y»% € 4 j¢in (6.%),(¥,Y),(2,2) € D dir,
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AX A evrensel bagmtist yansimalidir. Ciinkii ¥Y,Z € A j¢in (0,X),(¥.¥).(2.2) EAX A gir.

(b) Verilen bir R bagintisinin simetrik olup olmadigini bulabilmek i¢in (a.D) € R jge (b,a) € R gimas:
kosulunu saglayip saglamadigina bakmaliyiz.

R1 bagintisi simetrik degildir. Ciinkii, (%Y) € R1 ama (%) € R1 dir. Benzer sekilde (¥:2) € R1 ama
(2,x) € Ry dir,

R2 bagintist simetriktir. Ciinkii, (%:¥) € Rz jse (V:X) € Rz dir.

R3 bagintist simetrik degildir. Ciinkii, (X¥) € R3 ama (%) € R3 dir. Benzer sekilde (2) € R3 ama
(2,y) € Rs dir.

@ bos bagintisi simetriktir. Ciinkii kosulu bozacak bir ikilisi yoktur.
A X A eyrensel bagintisi simetriktir. Clinkii tiim sirali ikilileri igerir.

(c) Verilen bir R bagintisinin gec¢ismeli olup olmadigini bulabilmek i¢in (a,b) ER ye (b,c) ER jge (a,0) ER
olmas1 kosulunu saglayip saglamadigina bakmaliyiz.

R1 bagntis1 geismelidir. Ciinkii, (X:X), (X,Y) € Ry ye (X,Y) € Ry gjr (@ = X,b = ¥,C = ¥ Benzer sekilde
(x,x), (x,2) € Ry ye (X,2) € Ry djr,

R2 bagmtisi gecismelidir. Ciinkii, (X:X), (X,¥) € Rz ve (X,Y) € R2 dir. Benzer sekilde, (X:Y), (%) € R2 e
(x,X) € Rz dir. Benzer sekilde, (X,¥), (,¥) € Rz ve (x.¥) € R2 di.

R3 bagimtisi gecismeli degildir. Ciinkii, (X:Y),(3,2) € R3 ama (x,2) € R3 i,
) bos bagintisi gegismelidir. Clinkii kosulu bozacak bir ikilisi yoktur.
A X A eyrensel bagintis1 gecismelidir. Ciinkii tiim sirali ikilileri igerir.

(d) Verilen bir R bagtisinin anti-simetrik olup olmadigini bulabilmek i¢in (a,b), (b,a) ER jse @ = b glmas:
kosulunu saglayip saglamadigina bakmaliyiz.

Ry bagintist anti-simetriktir. Cilinkii kosulu bozacak bir ikilisi yoktur.

R2 bagmtisi anti-simetrik degildir. Ciinkii (x.y), (V.X) € R2 ama X # Y dir.

R3 bagintis1 anti-simetriktir. Ciinkii kosulu bozacak bir ikilisi yoktur.

? bagintis1 anti-simetriktir. Ciinkii kosulu bozacak bir ikilisi yoktur.

A X A eyrensel bagintisi anti-simetriktir. Ciinkii tiim sirali ikilileri igerir.

R bagintist yansimali, simetrik ve gecismeli bir bagint1 oldugundan denklik bagintisidir.

6. 4 sifirdan farkli tamsayilarin kiimesi ve A X A izerinde

«ad = bc oldugunda (a,b) = (¢,d)”
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seklinde taniml1 “ = ” bagintis1 bir denklik bagintisidir. Gosteriniz.

Bu bagintinin A X A jizerinde denklik bagintis1 oldugunu gostermek i¢in yansimali, simetrik ve gecismeli
oldugunu gosterelim:

(a) Her (ab) €EAXA icin (wb) = (a.b) dir. Ciinkii, her &P €A icin @b = ba gy, yani “ = bagntisi
yansimalidir.

(b) (@.D) = (c.d) jge (¢.d) = (a.D) dir. Ciinkii, (@.D) = (€.d) jse ad = bC  dir. Bu esitlikten €0 = da ¢lde

edilir, yani (6d) = (@.b) dir. “ = » bagmtisi simetriktir.

(c) (@h) = (c.d) ve (c.d) = (ef) jse (@b) = (&f) dir. Ciinkii, (@h) = (¢.d) jge ad = bc iy,
(cd) = (ef) jse ¢f =de  (dir. Bu iki esitlikten (ad)(cf) = (bc)(de) ¢lde edilir. ¢ # 0, d # 0 oldugundan

son esitligin her iki tarafin € ve @ ye bolersek @/ = b€ elde edilir, yani (@0) = (€.f) dir. “ = » bagmtist
gecismelidir.

Bu ii¢ 6zellik saglandigindan “ = “bagmtisi A X A jizerinde denklik bagintisidir.

7. L tamsayilar kiimesi iizerinde
R={(ab):b=a",r pozitif bir tamsay}
seklinde tanimlanan R bagintis1 kismi siralama bagintisidir. Gosteriniz.

Bu bagintinin Z {izerinde kismi siralama bagntis1 oldugunu gostermek icin yansimali, anti-simetrik ve
gecismeli oldugunu gosterelim:

(a) Her @€ Z jcin (@) € R dir. Ciinkii, ¢ = a' dir, yani R bagintis1 yansimahdur.

(b) (@b), (b,a) € R jse a = b ir. Ciinkii, (@b) € R jse b = a” glacak sekilde T pozitif tamsayist vardir.
(b,a) € R jse a = b* glacak sekilde ¥ pozitif tamsayis1 vardir. Bu iki esitlikten b=a"=(b")" =b"" ¢|qe
edilir. P = bkroldugundan kr =1 dir. K ve T pozitif tamsayilar olduklarindan k7" =1 esitligi sadece

k=r=1 i¢in saglanir. Dolayisiyla ¢ = b dgir, yani R baginitis1 anti-simetriktir.

(c) (@h) ER ye (h,c) €R jse (a0) ER dir. Ciinkii, (@) € R jge b =a" qlacak sekilde T pozitif tamsayisi
vardir. (0:€) € R jse € = b glacak sekilde ¥ pozitif tamsayist vardir. Bu iki esitlikten € = b* = (aHk=a™*

elde edilir. Burada ¥ bir pozitif tamsay1 oldugundan (&.€) € R ¢lde edilir, yani R bagintis1 gecismelidir.

Bu ii¢ 6zellik saglandigindan R bagintisi Z iizerinde kismi siralama bagintisidir.

Boliim Ozeti

Bu boéliimde baginti kavraminin tanimi verilmis, giinliik yasantimizdan 6rneklerle baginti1 kavrami
pekistirilmistir. Daha sonra yansima, simetri, anti-simetrik, gecisme gibi bagint1 tiirleri tanimlanmistir. Cok
sayida ornekle bu bagint1 tiirleri arasinda iliskiler gosterilmistir. Bu baginti tiirlerinden yansima, simetri ve
gecigme Ozelliklerini saglayan bir bagint1 olan denklik bagintis1 tanimlanmais, iizerinde denklik bagintisi
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tanimlanan denklik bagintis1 yardimiyla kiimenin denklik siniflari elde edilmistir. Bagka bir 6zel bagint1 tiirii

olarak, yansima, anti-simetrik ve gecisme ozelliklerini saglayan kismi siralama bagintist tanimlanmis ve
orneklerle pekistirilmistir.

Kaynakc¢a

1. V.A. Zorich, Mathematical Analysis I, 2nd edition, Springer, 2015

2. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Discrete Mathematics, 3rd edition, 2007

Unite Sorulari

Soru-1 :

A={a,b,c},B={d,e,f} olmak iizere asagidakilerden hangisi A dan B ye bir bagintidir?

(Coktan Segmeli)

(*) - (a,b),(be).(c.D)}
(*) - (b,d).(d,e),(c.0)}
(*) - (be),(c,d)}

(*) - (a,0),(b,d).(c.D)}
(*) - (a,d),(d,0).(b.e)}
Cevap-1:
(b.e).(c.d)}

Soru-2 :

A={x,y,z,t},B={1,2,3} olmak iizere R={(x,1),(v,3),(z,2),(t,1),(t,2) } bagintisinin tanim ve deger kiimeleri
sirastyla asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(*) - x.y,2},{1,2,3}
(*) - X.y,2,t},{1,2,3}
(*) - Xy,2.t},{2,3}
(¢) - 1,2,3},{x,y,z,t}

(') - 192’3 } s {X,y,Z}
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Cevap-2 :

X,y,Z,t},{1,2,3}

Soru-3:
Z tam sayilar kiimesi iizerinde tanimhiR={(x,y): x-y< 1}bagintis1 i¢in asagidakilerden hangisi yanlistir?

(Coktan Se¢meli)

(*) - Yansimali degildir.

(*) - Simetriktir.

(¢) - Gegismeli degildir.

(*) - Anti-simetrik degildir.

(¢) - Denklik bagintist degildir.
Cevap-3:

Gegigmeli degildir.

Soru-4 :

A={b,e,h,k,1,s} kiimesi lizerinde R={(b,b),(b,1),(e,e),(e,h),(e,s),(h,e),(h,h),(h,s),(k,k),(Lb),(1,1),(s,e),(s,h),
(s,s)}denklik bagintis1 verilsin. A nin R ye gore pargalanisi AVR asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(*) - b,l},{eh,s}, {k}}
() - b1}, {b,b},{h}}
() -k}}

(*) - e;h,s},{b,1}}

(+) - Higbiri
Cevap-4 :

b,1},{e,h,s},{k}}

Soru-5:

R reel sayilar kiimesi tizerinde R={(x,y): xy>0}bagintis1 tanimlantyor. Asagidaki ikililerden hangisi R nin bir
elemani degildir?

(Coktan Segmeli)

(*) - (1,1)
(*) - (-2,-5)
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(*)-(5,2)
(*)-(3,7)

(*)-(3,-7)
Cevap-5:

(35_7)

Soru-6 :

R reel sayilar kiimesi iizerinde R={(x,y): x-y+V3 rasyonel degil}bagintisi tanimlaniyor. Buna gére
asagidakilerden hangisi dogrudur?

(Coktan Se¢meli)

(*) - Denklik bagintisidir.

(*) - Simetriktir.

(*) - Gegismelidir.

(*) - Yansimalidir.

(*) - Kismi siralama bagintisidir.
Cevap-6 :

Yansimalidir.

Soru-7:
(x-y,x+y)=(10,4) esitligini saglayan (x,y) ikilisi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(*)-(10,4)
(*) - (-2,-5)
(0)-(5.2)
() - (-3,7)
(*)-(7,-3)
Cevap-7 :
(7,-3)

Soru-8 :
N dogal sayilar kiimesi {izerinde "a,bEN olmak iizere alb" bagintis1 i¢in asagidakilerden hangisi dogrudur?

(Coktan Segmeli)
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(*) - Yansimali ve simetriktir.

(*) - Yansimali ve anti-simetriktir.
(*) - Simetrik ve gecigmelidir.

(*) - Ne simetrik ne gecgigsmelidir.

(*) - Ne yansimali ne simetriktir.
Cevap-8 :

Yansimali ve anti-simetriktir.

Soru-9 :
A={a,b,c} kiimesi lizerinde R={(a,a),(a,b),(b,a),(b,b),(c,c)} denklik bagintisina gore [a]=?

(Coktan Segmeli)

(*) - a,b}
(*) - acy
(*) - b,c}
(*)-ab,c}
Cevap-9 :
a,b}
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5. FONKSIYONLAR

S.1. Fonksiyonlar

DyeY bostan farkli iki kiime olmak {izere D kiimesinin her elemanina ¥ kiimesinden tek bir eleman karsilik

getiren kurala D denY ye bir fonksiyon denir, baska bir deyisle,
“Her X € D elemanina karsilik tek bir f(x) €Y elemani varsa”

f kuralina D den ¥ ye bir fonksiyon denir ve f:D—>Y seklinde gosterilir. f(®) e, * clemaniin f
fonksiyonu altindaki goriintiisii yada degeri denir.

D ye f fonksiyonunun tanim kiimesi ve tim ¥ elemanlarmna karsilik gelen f(x) degerlerinin kiimesine de f

fonksiyonunun goriintii yada deger kiimesi denir ve f(D), Im(f) yada R(f) ile gosterilir. Agiktir ki
fD) Y dir,

Ornek:

=

seklinde bir f kurali verilsin. Sekilden anlasilmaktadir ki f kurali altinda 4 nin her elemaninin B de bir
goriintiisii vardir, yani (@) = s, f(b) =u, f(c) =1, f(d) =S dir. Ayrica 4 nin her elemaninin B de tek bir
gOrlintiisii vardir. Dolayisiyla f, Adan B ye bir fonksiyondur. f nin tanim kiimesi 4 = {@.0,¢,d} kiimesidir.

Goriintii kiimesi ise f (4) = {r.s,u} dir.

Uyari: Bu 6rnekten de anlagilacag: iizere bir fiD—>Y fonksiyonunun goriintii kiimesi f(D), Y kiimesi
olmayabilir, yani Y hin tiim elemanlarini icermek zorunda degildir. Bu 6rnekte f(4) € B gir. Ciinkii ¢ higbir

elemanin goriintiisii olmadigindan ¢ ¢ f(A) dur.

Bir fonksiyon matematiksel bir formiil seklinde de ifade edilebilir. Ornegin, her reel say1, bu sayinimn

karekdkiine gotiiren f:R—R fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon su sekillerde ifade edilebilir:
f) =X  x—\* yada y=+%

ik gosterilis «f (x) = o de X e degisken denir. ikinci gosterilis “x—X de “7” isareti “gider”

\/i”

anlamindadur, yani “* —x e gider” seklinde okunur. Ugiincii gosterilis <Y = ise X e bagimsiz degisken,

Y ye bagimli degisken denir, agiktir ki ¥, ¥ ¢ degiskenine baglidir.

Ornekler:
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1. f(x) = x? kuralin1 diistinelim. ' , bir say1y1 karesine gotiirmektedir. Her reel saymin f altinda bir
goriintiisii oldugundan ve bu goriintiilerde tek olacagindan (her sayinin sadece bir karesi vardir) Ornegin, 2

nin / altindaki goriintiisii, yani f(2) =2% =4 g

f nin tanim kiimesi tiim reel sayilarin kiimesi R dir. f nin goriintii kiimesi f(R) jse R" = [0, + ) gjr.
Cilinki, bir reel saymin karesi negatif olamaz, yani ya sifirdir yada pozitiftir.

2. A bostan farkli herhangi bir kiime olmak iizere A nin her elemanini kendisine gotiiren fonksiyona A

tizerinde birim fonksiyon denir ve L4 geklinde gosterilir. Baska bir deyisle, birim fonksiyon
her @ € A i(;in]A(a) =q
fonksiyonudur.

3.5, bostan farkli bir A kiimesinin bostan farkl1 bir alt kiimesi olsun, yani SEA

olsun. S den 4 ya giden ve S nin her elemanini kendisine gotiiren fonksiyona S nin 4 ya goémiilme

fonksiyonu yada gdmme fonksiyonu denir ve & : <4 ile gdsterilir, yani her X € S i¢in i(X) = ¥ dir,
Birf 1 A—B fonksiyonunun S ye kisitlanist fls ile gosterilir, yani

her X €S j¢in fls(x) = f(x)

dir.

Bir Baginti1 olarak Fonksiyon

Her f : A—B fonksiyonu, A X B kiimesi iizerinde ¢/ nin grafigi” olarak adlandirilan

fningrafigi={(ab):a €A b=f(a)}
seklinde bir bagint1 gosterir.

Dolayisiyla bir fonksiyona bagint1 goziiyle bakarsak fonksiyonu su sekilde de tanimlayabiliriz:
f ,A dan B ye bir bagint1 olmak iizere, yani , A X B nin bir alt kiimesi ise

“Her @ € A ¢leman i¢in f de tek bir (@) girals ikilisi varsa”

f ye A dan B ye bir fonksiyon denir ve f * A—B ile gosterilir.

Ornek: 4 = {1,4.6} kiimesi iizerinde

f =1{(16),(4.6),(6,1)}

bagintis1 verilsin. f,Adan A ya giden bir fonksiyondur. Ciinkii A nin her elemant f deki bir ikilinin ilk girisi
olarak yer alir ve her eleman sadece tek bir siralida vardir. Burada f(1) =6, f(4) =6, f(6) =1 dir. Fakat,

g ={(1,4),(6,1)}
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bagintisr A dan A ya giden bir fonksiyon degildir. Clinkii, 9 de 4 € A ¢lemanina karsilik gelen bir sirali ikili

yoktur, yani 9 altinda 4 € A ¢lemaninin bir goriintlisii yoktur. Benzer sekilde,
h={(1,6),(41),(1,4),(6,1)}

bagintis1 da bir fonksiyon degildir. Clinki, h de 1 € A ¢lemanina karsilik gelen sirali ikili tek degildir, yani
hem M(1) = 6 hem de (1) = 4 qyr.

f:A—>B yeg:A—B ik fonksiyon olmak tizere
her @ € 4 j¢in f(a) = g(a)

ise fve d fonksiyonlarina esit fonksiyonlar denir ve f=9ile gosterilir, yani iki fonksiyon ayni grafige
sahipse bu fonksiyonlar esittir.

Fonksiyonlarin Toplam, Carpim, Fark ve Boliim Islemleri

f:A—B yeg:A—B ki fonksiyon olmak iizere her @ € 4 icin
a) Iki fonksiyonun toplami: (f +9)(a) = f(a) + g(a)

b) ki fonksiyonun farki: (f —9) (@) =f(a) — g(a)

¢) ki fonksiyonun ¢arpimi: ~ (fg)(@) = f(a)g(a)

f) f(a)

. — a)= ——~
d) iki fonksiyonun boliimii: Eger 9(@) # 0 jse (g g(a)

e)CE R olmak iizere / nin € skaleri ile garpimi (cf)(a) = cf(a) qur.

S5.2. Bileske Fonksiyon

f+A—B ve g:B—C geklinde iki fonksiyon olmak iizere, yani / nin gdriintii kiimesi 9 nin tanim kiimesi

olmak iizere 4 dan € ye f ve 9 nin bileskesi denilen ve 9 ° f seklinde gosterilen yeni bir fonksiyon
tanimlanir:

(g°NH@)=g(f(@)

Yani @ nin / altindaki goriintiisii /() nin 9 altindaki goriintiisii 90 (@), @ nin (9 © /) bileske fonksiyonu
altindaki goriintiistidiir.
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Herhangi bir f:A—B fonksiyonu i¢in L velB sirasiyla A ye B kiimeleri iizerindeki birim fonksiyonlar
olmak lizere

fela=fyelpef=f

oldugu bileske fonksiyon tanimindan kolaylikla elde edilir.

Uyari: 9 ° f ve f ° 9 bileske fonksiyonlarinin her ikisi de tanimli oldugunda her zaman 9 ° f=f°g esitligi
saglanmaz. Ornegin, f{xy}—={x} ve 9 - {x.¥}—={V} olsun. Agiktir ki 9 ° f: {X.Y}—=1{V} iken
fo g (xy}—1x3 dir.

Ornek: f(X) = \x ve 9(*) = X + 1 glmak {izere
a)g°f
b) feof yi bulunuz.

a) f (%) = VX in tanim kiimesi ve goriintii kiimesi R" = [0, + ) gir. 9(x) = ¥ + 1 i tanim kiimesi ve

goriintii kiimesi R dir. Dolayisiyla her * € R* icin

(ge X)) =g(f(x) =g(V*¥) =X +1
seklindedir.

b) Dolayisiyla her X € R* igin

(f o () = F(F()) = F(NX) = WX = x1/*
seklindedir.

5.3. Birebir, Uzerine ve Terslenebilir Fonksiyonlar

Bir f : A—B fonksiyonu i¢in A nin birbirinden farkli olan her eleman farkli goriintiilere de sahip ise f
fonksiyonuna birebir fonksiyon (1-1 seklinde de yazilir) denir. Baska bir deyisle,

«f (@) = f@)=a=a »
kosulu saglaniyorsa f fonksiyonuna birebir fonksiyon denir.

Bir f : A—B fonksiyonu i¢in B nin her eleman1 4 nin bir elemaninin goriintiisii ise f fonksiyonuna {izerine

bir fonksiyon denir. Bagka bir deyisle, f(A)=Bise f ye lizerine bir fonksiyon denir.
Bir / : A—B fonksiyonu i¢in

feoft=lgveftof=I4
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olacak sekilde bir f~hB—A fonksiyonu varsa f fonksiyonuna terslenebilir bir fonksiyon denir, f ef
fonksiyonunun tersi denir.

Birf :A—B fonksiyonu birebir ve lizerine ise f fonksiyonunu terslenebilirdir.

Ornek: 4 ={xy.z} B={2,4,6,8} C={klmn} olmak iizere f : A—B, f(x) =8, f(y) =2, f(2) =4
seklinde tanimlanan fonksiyonunu diisiinelim.

Her elemaninin goriintiisii farkli oldugundan f birebirdir. Fakat / iizerine degildir ¢linkii,
f(A) = {248} # B gir,

g:B—C g(2) =k g(4)=m,g(6) =n,g(8) =1 seklinde tanimlanan fonksiyonunu diislinelim.

Her elemaninin goriintiisii farkli oldugundan 9 birebirdir. Ayrica, (B) = {k.lmn} = C gldugundan 9

tizerinedir. Dolayisiyla 9 terslenebilir bir fonksiyondur ve 9 ~hC—B gir

5.4. Baz1 Temel Fonksiyonlar

Tam Kisim ve Mutlak Deger Fonksiyonu

Herhangi bir X € R i¢in * in ondalik kisminin silinmesiyle elde edilen tamsayiya % in tam kismi denir ve
INT (%) jle gosterilir.

Ornek: INT(2,72) =2, INT(\5)=2, INT(—55)=—5 INT(3)=3

X € R olmak iizere

_{x, x=0
IXI=1"%, x<o0

sayisina X in mutlak degeri denir (B6liim 3 te tanimlamistik.)
Ornek: 12721 =272 |\ =~5, |-55=55 [3]|=3

Eksponansiyel (Ustel) Fonksiyonlar

a>0yea#1 el sayisi igin

f(x)=a*

formundaki fonksiyonlara eksponansiyel fonksiyonlar denir. Tiim eksponansiyel fonksiyonlarin tanim

kiimesi R ve goriinti kiimesi (0, + %) dur. Ekponansiyel fonksiyonlar sifir degerini almazlar.

Hatirlayalim ki ™ pozitif bir tamsay1 olmak tizere
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a=a-a----a (mtane)
dir. Ayrica
1
—m_ 1
a.O =1 ve a — gm
dir.

M ye M iki tamsay1 olmak tizere
am/m =Na" = (Vo)™
dir.

82/3 — (23)2/3 =22_-4

Logaritmik Fonksiyonlar

a>0yea#1 ree] sayist igin

f(x) = logax

formundaki fonksiyonlara logaritmik fonksiyonlar denir ve X in ¢ tabanindaki logaritmasi seklinde okunur.
Logaritmik fonksiyonlar, eksponansiyel fonksiyonlarin ters fonksiyonlaridir, yani

y=log,x &a’ =x

dir. Logaritmik fonksiyonlarm tanim kiimeleri (0) + %) ve gériintii kiimeleri R dir.
10821 =0 gy Ciinkai @° =1 dir.

logaa =1 4. Cuinki a'=a dir.

Ornek: 108216 =4 giir Ciinkii 2* = 16 qur.

10310 1000 =3 tiir. Cunku 103 = 1000 dir.

Ug 6nemli logaritma smifi vardir: a=10 tabanina gore logaritma (onluk yada standart logaritma), ¢ = €

tabanina gore logaritma (dogal logaritma), ¢ = 2 tabanina gore logaritma (ikilik logaritma) dir. Burada
e =2,718281... 4,1

1 In

Bazi farkli kaynaklarda loge x yerine ' ¥ yazilir. Biz de bu derste '™ * notasyonunu kullanacagz.

Temel Trigonometrik Fonksiyonlar
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Genel olarak, bir agis1 belirli bir dik tiggenin kenarlar1 arasindaki oranlarla tanimlanabilen fonksiyonlar
vardir. Bu derste bu fonksiyonlardan alt1 tanesini gérecegiz:

siniis fonksiyonu dik ticgende kars1 dik kenarin hipoteniise oranidir.
b

f(x)=sinx = —
c

kosiniis fonksiyonu dik ticgende komsu dik kenarin hipoteniise oranidir.
a

f(x) =cosx = z

tanjant fonksiyonu dik tiggende kars1 dik kenarin komsu dik kenara oranidir.

f(x) =tanx = B

kotanjant fonksiyonu dik iiggende komsu dik kenarin kars1 dik kenara oranidir.
a

f(x) =cotx = —
b

sekant fonksiyonu dik liggende hipotentisiin komsu dik kenara oranidir.
c

X) = secx = —

fe0) -

kosekant fonksiyonu dik iicgende hipoteniisiin kars1 kenara oranidir.
C

f(x) =csex = 5

Tanimlardan da anlasilacag lizere

sinx COSX 1
tanx = —— cotx = —— =
COSX sinx tanx
1 1
secx = —— CSCX = ——
COSX sinx

tanx .cotx =1

Trigonometrik fonksiyonlarin bir dik tiggenin yardimiyla tanimlanmasi yaninda bir * Zyt=r? seklinde
(0.0) merkezli 7 yarigaplt bir cemberin merkezinden herhangi bir ag1 ile (9 diyelim) ¢ikan (yani *-ekseniyle

6 kadar ac1 yapan) ve ¢emberi bir P(x,¥) noktasinda kesen 151n yardimiyla da tanimlanabilir:
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h

adjacent

Sekilden de anlasilacagi gibi

) b% X sing vy
sind ==, cos8 =—, tanf = ==
r T cos8 x

1 X 1 r 1 r

cotd = =—, secf=——=—, cscf = — = —

tanf vy cosd «x sinfd vy

Siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin tanim kiimeleri Rye goriintii kiimeleri [—11] kapal1 araligidur.
Tammlarindan goriildiigii gibi tanjant ve sekant fonksiyonlar1 X = 0 yani €058 = 0 jse tapimh degildir, yani

tanjant ve sekant fonksiyonlar1 & =+ /2, + 37/2,... noktalarinda tanimli degildir. Dolayistyla tanjant ve

R/{Z + kn, k e 2}

sekant fonksiyonlarinin tanim kiimeleri , gortlintii kiimeleri R dir.

Benzer sekilde, kotanjant ve kosekant fonksiyonlar1 Y = 0 yani sind = 0 jse tanimh degildir, yani kotanjant
ve kosekant fonksiyonlari 0 =t m, *3m,.. noktalarinda tamml degildir. Dolayisiyla kotanjant ve kosekant

fonksiyonlarimin tanim kiimeleri R/{km, k € Z}, goriintii kiimeleri R dir.

Asagidaki tabloda gosterildigi gibi tanimladigimiz trigonometrik fonksiyonlarin bazi 6zel degerleri vardir:

Fonksiyon | 0 (0°) 1_7; (15) %(30°) %(45") %(60") i—g (75°) %(90")

sin 0 V6 -v2 L ﬂ ﬁ VB +v2 1
4 2 2 2 4

cos 1 VB+v2 ﬁ Q i VB - V2 0
4 2 2 2 4

tan 0 2—+/3 ? 1 V3 24+ +/3 ool'l

cot ol | 24+ 4/3 V3 1 ﬁ 2—+/3 0

3
sec 1 | 6-42 ? 42 2 VB+42 | ool
e | ool | B+yE| 2 N ZTV"E i-vi | 1

3 T
Ornek: 40 = 3y 0 <0 < 7 i sind, cosh, coth, sech, csch degerlerini bulunuz.

w

tant =

Tanjant fonksiyonunun tanimindan 2 ise asagidaki gibi kars1 kenar1 3, komsu kenar1 2 birim olan bir

dik ticgen olusturabiliriz.

about:blank 70/199



6.02.2023 00:26 Ders : Programcilar Igin Matematik - eKitap

22 Z2_ A3
Buradan dik iiggenlerde Pisagor teoreminden, hipoteniis= 3%+ 27 =13 4yr. Dik ticgenin tiim kenar
uzunluklar bilindigine goére tanimlarindan

3 2

ng = —, 6=
sin N cos 3

2 /13 A/13
cotd = =, secf = —, cscd = —
3 2 3
bulunur.
Periyodik Fonksiyon

Bir /(%) fonksiyonuna karsilik tanim kiimesindeki her ¥ igin f(x +p)=f(X) olacak sekilde bir P pozitif

reel sayisi varsa f fonksiyonuna periyodik fonksiyon denir. Bu kosulu saglayan en kiigiik P degerine ise f
nin periyodu denir.

Ornek: Bir cemberin merkezinden agis1 ile ¢ikan 1smin pozisyonu, gemberin merkezinden 6 + 21 agist ile
ciktigindaki pozisyon ile aynidir. Bu yiizden bu iki a¢1 ayn1 trigonometrik fonksiyon degerlerini gdsterir, yani

sin(@ + 2m ) =sinf, cos(0 + 2w ) =cosH, tan( + 2m ) = tanf
cot(6 + 2m ) =cotf, sec( + 2m ) = sech, csc(B + 2m) = cscl

dir. Dolayisiyla alt1 trigonometrik fonksiyon periyodiktir. Tanjant fonksiyonlarinin periyotlar1 7 iken diger

dort trigonometrik fonksiyonunun periyodu 2T dir.

Tek ve Cift Fonksiyonlar

Bir /(%) fonksiyonu tanim kiimesindeki her ¥ igin

f(—x)=f(x) kosulunu sagliyorsa ¢ift fonksiyon
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f(—=x) =—f(x) kosulunu sagliyorsa tek fonksiyon

denir.

Ornek:

sin(—x)=—sinx, cos(—x)=cosx, tan(—x)=—tanx
cot( —x) = —cotx, sec( —x) = secx, csc(— X) = —cscx

oldugundan kosiniis ve sekant fonksiyonlar ¢ift, diger dort trigonometrik fonksiyon tektir.
Baz1 Trigonometrik Esitlikler

Bu esitliklerin ispat1 bu ders kapsaminda verilmeyecektir. ispatlarmi merak edenler boliim sonunda verilen
referans listesindeki kitaplara bakabilirler.

1 sin%0 + cos?8 =1

7 1+ tan?6 = sec?0

3 1+ cot?d = csc?o

4. (Toplam Formiilleri) cos(A + B) = cosA cosB — sinA sinB
sin(A + B ) = sinA cosB — cosA sinB

5. (Cift Ag1 Formiilleri) €0s(268) = cos?6 — sin?6
sin(268) = 2sinf cosb

29 1+ cos(28)
6. (Yarim Ac¢1 Formiilleri) el 2

1 — cos(280)

=20 _
sin“f = >

5.5. Toplam Sembolii ve Toplamlar

n
ay, dz, - dn M tane sayiy1 gostermek iizere 41 + @2 + ...+ dn toplam 2.i=1 @i geklinde de gosterilir, yani
n

Zai=a1+ a; + ..+ ay,
i=1

dir. Burada Z, toplam semboliidiir.
Ornegin,
n

aj =am + Apy1 + oo+ 0y

j=m

dir. %> 4 gibi notasyonlarda ¢ yada J ye alt indis denir.
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Ornekler:

1. Z?:l a,;b[- = a]b] + azbz + ...+ anbn

22$:2j2:12+ 22432442 +52=1+4+9+16+25=54
3 Yic1j=1+2+..+n

Son toplam ¢ok kullanilan bir ifadedir ve (" + 1)/2 ye esittir, yani

_ nn+1)
ZJ=1+2+...+H=T
=1

dir. Ornegin, 1 den 50 ye kadar olan sayilarin toplamu,

50

, 50(50 + 1)
Zf:1+2+'"+50:#:1275
i=1

dir.

5.6. Indisli Kiimeler

I bogstan farkl bir kiime,  ise kiimelerin bir toplulugu olsun. I dan S ye giden fil—=S fonksiyonuna
indisleyici fonksiyon denir ve

Her ! € l'igin f() =4
seklinde tanimlanir. Bu yiizden indisleyici fonksiyon
{Airiel} wveya {A}ier veya {Aj}

seklinde gosterilir. I kiimesine indis kiimesi, / indis kiimesinin elemanlarina ise indis denir. Eger f
fonksiyonu birebir ve iizerine ise, S kiimeler toplulugu ! tarafindan indislenir denir.

Kiimelerin indisli siniflar1 i¢in kesisim ve birlesim islemleri su sekilde tanimlanir:

Uie;4i ={x:Enazbir i€l igin x € A;}

ve NietAi={x:Heri€liginx€A;}

I sonlu bir kiime oldugunda birlesim ve kesisim iglemleri yukaridaki gibi tanimlanir. Eger I dogal sayilar

kiimesi N ise birlesim ve kesisim islemlerini s0yle de ifade edebiliriz:

AjUAzU A3U .. e  A;NAzN AzN...

Ornek: /, tam sayilar kiimesi Z ise her ™ € Z ¢lemanina R de bir sonsuz aralik karsilik gelir:

Ap={x:x<n}=(—oon]

about:blank 73/199



6.02.2023 00:26 Ders : Programcilar Igin Matematik - eKitap

5.7. Coziimlii Sorular

) 1
1. f(x) =3 fonksiyonunun tanim ve deger kiimelerini bulunuz.

f fonksiyonu bir say1y1 o sayinin ¢arpima gore tersine gotiirmektedir. Bu ylizden f, sifirdan farkli reel

sayilar i¢in tanimlidir, yani f nin tanim kiimesi R/{0} = (= ,0) U (0, + ©) qur. f nin deger kiimesi de
sifirdan farkli tiim reel sayilarin terslerinin kiimesi olacagindan yine sifirdan farkli reel sayilardir, yani

f(R/{0}) = R/{0} = (— ,0) U (0, + o) qyr,
2. f() =x+ 2 ye §(x) = x* — 4 imak iizere (f ° 9)(1/2) degerini bulunuz.

9 ve f nin tanim kiimeleri ve goriintii kiimeleri R dir. Dolayistyla her ¥ € R icin

(fe@() =fg))=fx*—4) =x*—4+2=x"-2

seklindedir. Buradan da

(fe/2)=(1/2)? —2=-7/4

bulunur.

3. A={xyzt} B= {2, 4} olmak iizere f(X) =2, f(¥) =4 f(2) =4 f(t) =2 seklinde tanimlanan

f:A—B fonksiyonunun terslenebilir olup olmadigini arastiriniz.
' fonksiyonunun terslenebilir olmasi i¢in birebir ve lizerine olmasi kosullarini incelemeliyiz.

f birebir degildir ¢iinkii f) = f(2) =4 amay * Z dir yada f(x) = f(t) =2 ama X # t dir. f birebir
olmadig i¢in terslenebilir degildir.

Alistirma olmasi agisindan / nin iizerine olup olmadigini inceleyelim. f(A)=1{24} =B oldugundan f
izerine bir fonksiyondur.

4 108100,0001 =2
10810 0,0001 = —4 g3 Ciinkis, 107 = 0,0001 gy,

5. /() =x*+1 fonksiyonunun ¢ift fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Her * € Rj¢in f(x) = Hl=(-x0*+1=f(- X)oldugundan f ¢ift fonksiyondur.

sinx 1+ cosx

=7

6. 1+ cosx sinx

Ik olarak payda esitleyelim:
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sinx 1+ cosx sin®x (1 + cosx)?

+ - B -
1+ cosx sinx sinx(1 + cosx) sinx(1 + cosx)

sinx + (1 + cosx)?  sin’x + 1+ 2cosx + cos®x

sinx(1 + cosx) sinx(1 + cosx)

o cip2 2y =1 et
elde edilir. SI“X + c0s°x = 1 ggitliginden

sinx + 1+ 2cosx + cos?x 1+ 1+ 2cosx 2+ 2cosx 2(1 + cosx)
sinx(1 + cosx) ~ sinx(1 + cosx)  sinx(1 + cosx)  sinx(1 + cosx)
= —— = 2cscx
sinx
bulunur.
ing = 2x —5
7. X € R olmak iizere 5™ = T3 ise ¥ hangi araliktadir?

Biliyoruz ki siniis fonksiyonunun goriintii kiimesi [—11] kapal1 araligidir, yani

—1<sind <1

i 2x —b5
dir, S = 73 oldugundan

2x—5

elde edilir. Buradan son esitsizligin her iki tarafini 3 ile ¢arparsak
—3<2x—-5<3

elde edilir. Simdi her iki tarafi 5 ile toplayalim:

2<2x<8

Her iki tarafi 2 ile bolersek

1<x<4

elde edilir, yani ¥ € [1.4] dir.

Boliim Ozeti

Bu béliimde fonksiyon kavrami ele alinmugtir. iki kiime arasindaki her iliskinin fonksiyon olamayacagi
gosterilmis, bir iligkinin fonksiyon olmasi i¢in hangi 6zellikleri saglamasi gerektigi gosterilmistir, yani
fonksiyon tanimi1 yapilmistir. Daha sonra, bir fonksiyon iizerinde bazi 6zel sartlar konularak birebir ve
tizerine fonksiyon tanimlamalar1 yapilmistir. Birebir ve tizerine olan fonksiyonlara terslenebilir fonksiyon
denildigi ifade edilmis ve tersinin nasil bulunacag1 gdsterilmistir. Iki fonksiyon yardimiyla ne zaman yeni bir
fonksiyon iiretilecegi tartisilmis ve bileske fonksiyon tanimi verilmistir. Iki fonksiyonun her zaman
bileskesinin alinamayacagina dair 6érnekler verilmistir.

Tiim bu tanim ve 6zelliklerden sonra bazi temel fonksiyon tiirleri tanimlanmistir. Bunlar mutlak deger ve tam
deger fonksiyonlari, iistel ve logaritmik fonksiyonlar, temel trigonometrik fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlarin
tanim ve deger kiimeleri verilmis, 6nemli 6zellikleri gosterilmistir. Temel trigonometrik fonksiyonlarla ilgili
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kullanigh birka¢ 6nemli esitlik de gdsterilmistir.
Ayrica tek, ¢ift ve periyodik fonksiyon tanimlar1 da verilmis ve trigonometrik fonksiyon 6rnekleriyle

pekistirilmistir.

Boliimiin sonunda, toplam ve indisli kiime notasyonlar verilerek biiyiik verilerle ¢alisirken elimizdeki
durumun nasil daha sade ve net ifade edilebilecegi de ele alinmistir.

Kaynakc¢a

1. V.A. Zorich, Mathematical Analysis I, 2 nd edition, Springer, 2015

2. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Discrete Mathematics, 6th edition, 2018
3. G.B. Thomas, Calculus, 12th edition, Addison-Wesley

4. B. Musayev, M. Alp, N. Mustafayev, Analiz II, Se¢kin Yayincilik, 2007

Unite Sorular:

Soru-1 :

fe) =+

fonksiyonunun deger kiimesi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(*)-R
(9)-Q

(*) - R/{0}
(*) - (-0,0)
(*) - (0,+0)
Cevap-1:
R/{0}

Soru-2 :
f(x)=V(3-x) fonksiyonunun tanim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(*) - (-0,3]
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(*) - (-0,3)
(') - (3,+<X))
(*) - [3,%0)

(*) - (-0,0)
Cevap-2:

(-0,3]

Soru-3:
X={3,6,9,12} kiimesi lizerinde verilen asagidaki bagintilardan hangisi bir fonksiyondur?

(Coktan Se¢meli)

(*) - (6,9),(3,12),(6,3),(9,6),(12,12)}
() - (6,3),(9,12),(3,12),(12,12)}

(*) - (6,3),(9,6),(3,12)}

(*) - (3,12),(12,9),(6,9)}

(*) - (3,6),(12,6).(6,6).(9,6).(3.9)}
Cevap-3 :

(6,3),(9,12),(3,12),(12,12)}
Soru-4 :
f(x) = x + 2 ve g(x) = x2 — 4 olmak tizere (f o g)(1/2) degeri asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(*)-7/4

()-1/4

() --1/4

()--7/4

(¢) - fog tanimli degildir.
Cevap-4 :

-7/4

Soru-5 :

f(x) = vx + 2 ve g(x) = Vx? — 4 fonksiyonlari icin (f+¢g)(2) degeri asagidakilerden
hangisidir?
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(Coktan Segmeli)

(*)-0
(0)-1
(¢)-2
(9)-3
(0)-4
Cevap-5 :

2

Soru-6:

A={x,y,z,t}, B={2,4} olmak iizere f(x)=2,f(y)=4,{(z)=4,f(t)=2 seklinde tanimlanan f: A—B fonksiyonu i¢in
asagidakilerden hangisi dogrudur?

(Coktan Segmeli)

(¢) - fiizerine ve birebirdir.

(¢) - fterslenebilirdir.

(*) - f ne birebir ne de lizerinedir.
(¢) - f birebir ama tizerine degildir.
(¢) - f birebir degil ama tizerinedir.
Cevap-6 :

f birebir degil ama iizerinedir.

Soru-7 :

log,, 0,0001 =?
(Coktan Se¢meli)

() - -4
()-1
(¢)-2
(-4
(+) - Tanimli degildir.
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Cevap-7 :

4

Soru-8 :
Asagidaki fonksiyonlardan hangisi tek fonksiyondur?

(Coktan Se¢meli)

f(x) = 2

flx)=x°+x
flx)=x?+1
f(x)=x*+x

f(x)=x+1

Cevap-8 :
flx) =x°+x
Soru-9 :
Sinx l+cosx
1+cosx Sinx

ifadesinin en sade hali asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(+) - f(x)=sinx
(+) - f(x)=2sinx
(+) - f(x)=tanx
(+) - f(x)=2cscx
(+) - f(x)=cosx
Cevap-9 :

f(x)=2cscx
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[ [
6. LIMIT

6.1. Bir Fonksiyonun Limiti

[1k olarak bir fonksiyonun limiti i¢in kesin ve en dogru tanimi1 vermeden dnce limitin ne oldugu hakkinda
fikir sahibi olmamiz1 saglayacak ve sezgisel olarak limite nasil yaklagsacagimizi anlatacak bir tanimdan
baslayalim.

Bir X0 € R noktasinda tanimli olmast gerekmeyen ama %0 noktasinin civarinda taniml olan f fonksiyonunu
ele alalim. Burada / nin X0 noktasinin civarmda tanimli olmasi, ne kadar kiiciik secilirse se¢ilsin pozitif bir €

sayist i¢in (Xo— & xo +¢) acik araliginda tanimli olmas1 anlamindadir.
X0 a yeterince yakin tiim X degerleri i¢in /(%) degerleri de aym L sayisina yaklastyorsa, “X, X0 a yaklasirken
f(X) in limiti L dir” denir ve

lim f(x) =1L

X—X
seklinde gosterilir.
Ornekler:

x?—1
1. f) =53 fonksiyonu ¥ = 1 noktasinda nasil bir davranig gosterir?

f fonksiyonu ¥ = 1 noktasinda tanimli degildir. ¥ # 1 i¢in

21 —D(x+1

x+1

olur ve f nin grafigi, ¥ = X + 1 dogrusunun X = 1 icin ¥ = 2 olacagindan (1.2) noktasmin ¢ikarilmis hali

olacaktir.
| /
. -1
| = ) = r—1
/__m. P

/1 0 1

O halde, buradan X = 1 noktasinda f fonksiyonu tanimli olmadigi halde *- Te yaklasirken f fonksiyonunun
alacagi degerlerinin de 2 ye yaklasacagini tahmin edebiliriz. Gergekten de 1 noktasinin civarinda degerler

alip bu degerlerin f fonksiyonu altindaki goriintiilerine bakalim:

=09 jein f(¥)=19
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x=11 icin f(x)=2,1

=099 jcin f(x)=199
x=101 iy f(x)=201
x=0999 jcin f(x)=1,999

x=1,001 jejp f(x)=2,001

oldugu goriiliir, yani * in 1in civarinda aldig1 degerlerin goriintiileri de 2 ye yaklasmaktadir. Dolayisiyla “X,

1 e yaklagirlen /(%) in limiti 2 dir ve

lim f(x) = 2 lim == =2
x—1 yada x—1%
seklinde yazilir.

Bu 6rnekte goriildiigii gibi bir fonksiyonun bir noktada limitinin olmasi i¢in o noktada tanimli olmasi
lim f(x) =2

gerekmez. Bu ornekte f fonksiyonu * = 1 hoktasinda tanimli degildir ama x—1 dir, yani limiti

vardir.

2. f(X) = X birim fonksiyonunun her X0 € R jcin limiti o dir, yani

lim f(x) = lim x = xg

X—X X—Xg
dir.
3. Sabit bir X € R glmak iizere f(X) = K sabit fonksiyonunun her X0 € R i¢in limiti ¥ dir, yani

lim f(x) = lim k=k

X—Xg X—Xg

6.2. Limit Kurallar

LM, ¢ yek reel sayilar ve

lim f(x)=L lim g(x)=M

X—C ve X—C

olmak tizere

1. (Toplam Kurali) iki fonksiyonun toplaminin limiti, limitlerin toplamidir, yani

lim(f(x) +gx)=L+M

X—C
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2. (Fark Kurali) Iki fonksiyonun farkinin limiti, limitlerin farkidir, yani

lim (f(x) —g(x)) =L—M

X—0C

3. (Carpim Kuralr) Iki fonksiyonun ¢arpimmin limiti, limitlerin ¢arpimudur, yani

lim (f(x) - g(x)) =L M

X—C

4. (Skalerle Carpim Kural1) Bir fonksiyonun bir skalerle ¢arpiminin limiti, fonksiyonun limitinin o skalerle
carpimudir, yani

lim (k- f(x))=k-L

X—C

5. (Boliim Kuralr) Iki fonksiyonun béliimiiniin limiti, eger paydadaki fonksiyonun limiti sifirdan farkl ise,
limitlerin boliimiidiir, yani

. f(x) L
mew - m MO

6. (Kuvvet Kural1) Bir fonksiyonun rasyonel kuvvetinin limiti, eger fonksiyonun limitinin o rasyonel kuvveti

bir reel say1 ise, limitinin o rasyonel kuvvetidir, yani " ve S ortak c¢arpanlar1 olmayan tamsayilar ve S # 0
olmak iizere

lim (F(x))/s =L"s, L"/S€eR

X—0C

) lim (x* +2x —5) =7
Ornek: *—¢

lim (x* + 2x — 5) = limx* + lim 2x — lim5 (Toplam ve Fark kurallarindan)

=c¢*+ 2¢ — 5 (Skalerle ¢carpim ve carpym kurallarindan)

Ilerleyen kisimlarda ¢ziilecek ¢ok sayida limit sorusunda bu kurallardan yararlanilacagindan limit
kurallartyla ¢ok sayida ¢6zmiis olacagiz.

Polinomlarin Limiti

Bir polinomun limiti yerine koyma yontemiyle bulunur, yani
P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ ..+ ag
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bir polinom olmak iizere % € ye giderken P (%) in limiti P(©) dir.

limP(x) = P(c) = auc™ + a1 1+ ..+ ag

dir.
Ornek: Yukaridaki 6rnegi ele alalim:

limx* + 2x —5 4 4
x-c limiti P(*) = x* + 2x =5 polinomu igin P(€) = ¢ +2¢ =5 gjr,

Rasyonel Fonksiyonlarin Limiti

Rasyonel fonksiyonlarn limiti, paydadaki fonksiyonun ¢ noktasindaki degeri sifirdan farkl ise yerine koyma
yontemiyle bulunur, yani

P(x) ve Q(X) iki polinom ve Q(¢) # 0 olmak iizere

P P
e Q) QO

dir.

lim *t2x=5 _»

Ornek: x1/2 2%~

Q(x) = 2x — 5 olmak iizere €(1/2) = —4# 0 gy, Dolayisiyla,

X H20-5 (/D)4 21/2) =5
e 2x—5 2(1/2)—5

bulunur.

Rasyonel fonksiyonlarin limiti, paydadaki fonksiyonun ¢ noktasindaki degeri sifir ise rasyonel fonksiyonun
limiti i¢in birkag farkli yol izlenebilir. Bu yollar rasyonel fonksiyonun, paydasiin ¢ noktasinda sifir
olmayacak sekilde yeniden diizenlenmesine dayanir.

1. (Ortak carpani yok etmek)

I x? —3x + 2 )
ey x2—2x

Bu 6rnekte rasyonel fonksiyonun limiti bulurken kullandigimiz yerine koyma yontemini uygulayamayiz,
¢iinkii payda X = 2 noktasinda sifirdir. Ayrica payin da X = 2 noktasinda sifir oldugunu goriiyoruz. Buradan

hem payda hem paydada * — 2 carpaninin ortak oldugunu soyleyebiliriz. Gergekten de
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x2=3x+2 (x—2)(x—1)
x2—2x x(x —2)

dir, burada fonksiyonu (x—2) il sadelestirdigimizde

x2—3x+2 (x—2)(x—1) x-—1
x2—-2x  x(x—2) x

bulunur. Dolayisiyla,

. x% —3x+2 " x—1 2-—-1 1
T xz—2x T x T2 T2
bulunur.

2. (Ortak Carpan yaratmak)

x4+ 81—9
llm—2 =7?
x—0 X

Bu 6rnekte de rasyonel fonksiyonun limiti bulurken kullandigimiz yerine koyma ydntemini uygulayamayiz,

clinkii payda x = {l noktasinda sifirdir. Ayrica bir 6nceki drnekte oldugu gibi pay ve paydanin ortak ¢arpani
fZ

da yoktur. Dolayisiyla ortak bir ¢arpan yaratmak i¢in hem pay1 hem payday: V¥ +81-9

2 a1
x“+81+9 (koklii ifadeden sonraki isareti degistirerek elde edilir) ile ¢arpalim.

x°+81 -9 (yx°+81—9)(yx°+81+09)
x2 B x2(\/x% + 81 4+ 9)
x?> +81—81 x?

C x2(\x2+8149) x2(\x2+81+09)

in eslenigi olan

bulunur. Son ifadede *° ortak carpandir, yani hem payda hem paydada bulunur. Onceki drnekteki gibi bu

ifadede de X yi sadelestirelim.

x2 1

(2 +81+9) JxZ+8l49

bulunur, yani ¥ # 0 icin

x*+81—-9 1
x2 2 +81+9

dir. Dolayistyla,

C Ax*+8l1—-9 1 1 1

lim—— = lim = = —
X0 x? x—0/¥2+81+9 ,0+81+9 18
elde edilir.

6.3. Sikistirma Teoremi
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f,g:h, X =¢ de zorunlu olmamak kaydiyla € yi igeren bir agik araligin tiim ¥ noktalarinda
g(x) = f(x) < h(X) kosulunu saglasimn.

limg(x) = limh(x) =L

X—C X—C

limf(x)=1L
1se x—¢ dir.

(1
) lim xzsm(;) =7
Ornek: ¥~0

Siniis fonksiyonunun tanimindan, her ¥ € R/{0} i¢in

1
—-1< sin(—) <1
X

dir. Buradan
2 2o 1 2
— x“ < x“sin P <x

lim x? = lim (=x%)=0

elde edilir. Ote yandan x>0 x=0 dir (polinom tipli fonksiyonlar). Sikistirma Teoremi’nden
lim xzsin(l) =0
x>0 x bulunur.

6.4. Sagdan ve Soldan Limit

X0 a yeterince yakin tiim * degerleri igin f(x) degerleri de ayni L sayisina yaklasiyorsa, “X, X0 a yaklagirken

f (%) in limiti L dir” denir ve

lim f(x) =L

X—Xg

seklinde gosterilir demistik. Burada X degerleri X0 dan kiigiik ve biiyiik degerler aldiginda f (¥) degerleri de

ayni L sayisina yaklagmaktadir, yani iki tarafli limit vardir.

Bununla birlikte, bir *0 noktasinda iki tarafli limiti olmayan fakat tek tarafli limiti olan f fonksiyonlar1 da

vardir, yani “¥, X0 a tek bir taraftan yaklagirken f (*) in limiti L dir” denir.

“X, X0 a sagdan yaklasirsa (yani, X = X0) limite sagdan limit, soldan yaklasirsa (yani X < X0) limite soldan
limit denir. Daha agik bir sekilde ifade edecek olursak,

X0 < b olmak iizere / fonksiyonu (¥0:P) arahg: iizerinde tanimli ve X, bu araliktan X0 a yaklagirken /(*)

degerleri herhangi bir yonde bir L sayisina yaklasiyorsa f, %o noktasinda L sagdan limite sahiptir denir ve

lim f(x) =L

x—xg

seklinde gosterilir.
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XX gosterilisi, * in degerlerinin sadece *0 dan biiyiik degerler oldugunu gostermektedir.

Benzer sekilde, @ < X0 olmak iizere / fonksiyonu (@X0) arahg: iizerinde tanimli ve X bu araliktan X0 a

yaklagirken f(x) degerleri herhangi bir yonde bir M sayisina yaklasiyorsa, f, X0 noktasinda M soldan limite
sahiptir denir ve

lim f(x) =M

XXy

seklinde gosterilir. ¥ X0 gosterilisi, X in degerlerinin sadece X0 dan kiigiik degerler oldugunu
gostermektedir.

lim =
x>0+ 1l sagdan limiti i¢in 0 dan biiytik * degerleri ile 0 a yaklasacagimiz i¢in

olacaktir. Bu sebeple,

- X .
lim —=1lim1l1l=1
x—0+ || x—07F

lim =
dir. Benzer sekilde, ¥0 I soldan Timiti i¢in 0 dan kiigiik X degerleri ile 0 a yaklasacagimiz i¢in

X

X
fa)= —=—=-1

X~ —x

olacaktir. Bu sebeple,

X
Iim —= lim(—1)=-1
x—0 |X| x—0

dir.

lim f(x) = lim f(x)
Dikkat ediniz ki, bu érnekten de anlasilacag: {izere her zaman *~* XoXg olmak zorunda degildir.
Fakat esit oldugu durumlar bize bir sonug verir:

“X X0 ayaklagirken f fonksiyonunun limitinin olmasi1 ancak ve ancak f fonksiyonunun *0 noktasinda
sagdan ve soldan limitlerinin var ve birbirlerine esit olmasi ile miimkiindiir, yani

lim f(x) = L& lim f(x) = lim f(x) =L

X—Xq X—=Xp X—=Xg
olmasidir.”

lim = lim =
Ornek: Ustteki rnekte x>0 1 ye x>0~ sagdan ve soldan limitleri var fakat birbirlerinden farkli
lim = f(x) = =
oldugundan *~0 X Limiti yoktur, yani ) 1| fonksiyonu 0 noktasinda limite sahip degildir.

sinf Coeoex — | Cosndx
" =1 .. m——=1 m =2 o
Ornek: 1—o limitini kullanarak «—u X ve »—0 2x oldugunu gosteriniz.
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oo — |
m : ~ .. .
1—D X oldugunu gosterelim:

C1f
casy =1 =250 —

2 / yarim ac1 formuliinden,
A _asint{ X _asin(d

sk =] _ 1 =2r5in (2) 1 _ 25in (_) _ E.HH(:) . e
iy ———— = lun = hm —— = hm ——win| —
R x i 0 X 5 0 X L[| X =

elde edilir. # = x/2 doniistimii yapalim. x — 0iken # = x{2 — {1 dir. Buradan

—2xin (i) A . -
] F X o =Z=ndd . —sinfl |
i ————vin| — | = lim vin® = linn sin £
31—l X il 2 il )
—sind

= lim limsimnf ==(11. (=10

g FI—)

bulunur, yani

e — |
lim ——— =l
1 —] X
dur.
. sindx sindx sind
I”TI = E - . « . . cee
a—1 2x oldugunu gostermek i¢in  2x  fonksiyonunu # orijinal formunda yazmaya ¢alisalim,

sinelx

yani paydada 2x degil 4x degerine ihtiyacimiz vardir. Paydada 4x degerini elde etmemiz igin ~ 2x
fonksiyonunda pay1 ve paydayi 2 ile ¢arpalim:

sindx 2sindx 2eindx

Iy 2.2x% 4y

olur. Boylece,

C o sindx o 2sindx . slndx
lim = lim =2 lim
T—ll  LX ¥ —l] QX n—xil 49X

limitine dontigiir. # = 4. donilisiimii yapalim. x — {Jiken # = 4x — 0 dir. Buradan

sindx . sing
m = hm =1
1—0 % il f}

bulunur. Dolayisiyla,

. sindx . Zsindx . sindx

lim = lim =2 hm =21=2
a—en Iy a—slt dx s—n  dx
bulunur.

Boliim Ozeti

Bu béliimde bir fonksiyonun limiti kavrami ele alinmistir. Once bir 6rnekle limit kavramina bir yaklagim
yapilmistir ve daha sonra bu yaklasim 1s18inda bir fonksiyonun limitinin tanimi verilmistir. Fonksiyonlarin
toplam, carpim, fark, bolme islemleri altinda limitlerin nasil davraniglar gosterdigi incelenmistir. Bir
polinomun limiti hesaplanmig, bundan yaralanarak bir rasyonel fonksiyonun limiti ele alinmistir. Rasyonel
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fonksiyonlarin limitlerinin hesaplanmasi i¢in ¢esitli yontemler gdsterilmistir. Fonksiyonlar konusunda ele
aldigimiz bazi 6zel fonksiyonlarin limitleri ile ilgili ¢esitli sorular ¢oziilmiistiir. Son olarak, sagdan ve soldan
limit kavramlari ele alinarak, bir fonksiyonunun limitinin var olmasinin sagdan ve soldan limitlerinin
varhigiyla iliskisi verilerek ¢ok sayida 6rnekle pekistirilmistir.

Kaynakc¢a

1. V.A. Zorich, Mathematical Analysis I, 2 nd edition, Springer, 2015

2. G.B. Thomas, Calculus, 12th edition, Addison-Wesley

3. B. Musayev, M. Alp, N. Mustafayev, Analiz II, Seckin Yayincilik, 2007

Unite Sorulari

Soru-1:

i
x4+ 2xr =3
lim —— ="
h— | 2x =35

(Coktan Se¢meli)

(+)-2/3
() - -2/3
(-1
(9)-0

() --1
Cevap-1:

2/3

(Coktan Se¢meli)

(*) - 2/3

(*) - Tanimsiz

(*)- 12
(*)-0
(0)-1

about:blank 88/199



6.02.2023 00:26 Ders : Programcilar Igin Matematik - eKitap

Cevap-2 :

1/2
Soru-3:

lim cosx ="

r—}

(Coktan Se¢meli)

(+)-2/3
(-1
(*)- 172
() --1
(9)-2
Cevap-3 :

1

Soru-4 :

Egerher ¥ € | = 1.1]icin V5 — 21" < f(x) £ V5 —x" ise lim f(x) =7

x—=1}

el

(Coktan Se¢meli)
(9)-0
()-2
() -1
(*)-5
(0)- V5
Cevap-4:

Vs
Soru-5:

lim V3h+1 =1 .
f— h
(Coktan Se¢meli)

about:blank 89/199



6.02.2023 00:26 Ders : Programcilar Igin Matematik - eKitap

(+) - Tanims1z
(9)-0

(*)- 12
(*)-3/2
(*)--1/2
Cevap-5 :

3/2
Soru-6 :

i sin \,;Eﬁ
im ———-=
f—s1) ﬁ a

7aq
(Coktan Se¢meli)

(+) - Limit yoktur.
() --1

(-1

(9)-0

o V2
Cevap-6 :

1

Soru-7 :

|.r + 3|
lim {(x+2) =7
f—s—3 x+3

(Coktan Segmeli)

(*) - Lmit yoktur.
() --3

(*)-1

() --1

(*)-3
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Cevap-7 :
1
Soru-8:
|.r + 3|
lim (x+2)—=1
RN x+3

(Coktan Segmeli)

(+) - Limit yoktur.
() --1

(9)-1

(9)-3

(9)-0

Cevap-8 :

1

Soru-9:

|x + 3|
lim (x +2) =
v——3 x+3

(Coktan Se¢meli)

(+) - Limit yoktur.
(-3

(9)-1

()--1

(9)-3

Cevap-9 :

Limit yoktur.
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7. TUREV

7.1. Bir Fonksiyonun Turevi

X € R olmak iizere f:X—R , X iizerinde tamml1 bir fonksiyon ve x € X olsun.

b0 — tim TEFER =@
h—0 h

limiti varsa /" fonksiyonuna f fonksiyonunun ¥ e gore tiirevi denir. f fonksiyonunun tanim kiimesi, fin
tanim kiimesinde yukaridaki limitin var oldugu elemanlarinin kiimesidir. Dolayisiyla, f' fonksiyonunun
tanim kiimesi, ya f in tamm kiimesine esittir yada alt kiimesidir. f fonksiyonu bir * noktasinda varsa f
fonksiyonuna * noktasinda tiireve sahiptir yada diferansiyellenebilir denir. f' fonksiyonu, f nin tanim

kiimesindeki her nokta i¢in varsa fe diferansiyellenebilir denir.

EgerZ =X+ h déniisiimi yaparsak, h=2z—x olur ve "0 iken, yani h sifira yaklasirken 4, X e yaklasir,

yani Z7% olur. Bu doniistimle yukaridaki tiirev tanimini soyle de verebiliriz:

-~ f(2) = f(x)
’ =]

f(x)

olur.

f fonksiyonunun ¥ e gore tiirevi / (%) ile gosterildigi gibi

d .

S

seklinde de gosterilir.

Ornek:

1. MmN € R glmak iizere f (%) = MX + N fonksiyonunun tiirevini bulalim.

,  f@)—f(x) - (mz4+n)—(mx+n) . omz—mx
f'(x) = lim —— = lim = lim—
Z—X Z—X Z—X Z— X Z—X Z— X
. m(z—x)
= |lim————= limm=m
Z—X Z_x Z—X

Dolayistyla /(%) = (mx +n)" =m dir Ornegin,

d (z 5) 2
ax\3¥7°/73
dir.
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2. X # 0 glmak iizere fe) =3 fonksiyonunun tlirevini bulalim.

,  fx+h)—fx) X F¥FA x . Xx—(@+h
[ = jim h = e T A G+ R
R S S

T XX R eex(xth) a2

dir, yani

B -56)--%

3. X # 2 olmak iizere / (¥) = ¥z fonksiyonunun tiirevini hesaplayimniz.

¢ b ¢ x+h X
X + — 9
Px) = lim O =) Y FR—2 -2
h—0 h h—0 h
o (x+h)x—-2)—(x+h—-2)x . —2h
= lim = lim
h—s0 h(x+h—-2)(x—2) hoh(x+h—2)(x—2)
) —2 —2
= lim

hoo(X+h—2)(x—2) (x—2)2
bulunur.
7.2. Tiirevin Geometrik Yorumu

Geometrik olarak bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevi, fonksiyonun grafigine o noktadan gegen teget
dogrusunun egimidir, yani

“Bir f (%) fonksiyonunun grafigine P(x0,f(X0)) noktasinda teget olan dogrunun egimi

I f(xo + h) — f(x0)
im

h—0 h

m= (limit varsa)

dir.” Goriildiigii gibi M= f "(X0) dir ve teget dogrusunun denklemi de

y = f(xo) + m(x — xo)

seklindedir.
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X=X, deki teget

Ornek: X > 0 olmak iizere f(¥) = VX fonksiyonunun

a) Tiirevini bulunuz.

b) X = 4 noktasinda ¥ = VX egrisinin teget dogrusunu bulunuz.
a)

o VENE L (V2= O+ )
z—x £LZ—X Z—X (Z*X)(\/Z-}-‘\/E)

f(x) = lim

Z—X

f@)—f(x)
Z—x

) 1
= lim

1
z—»xf\/z + \/E B 2'\/-;
b) X = 4 noktasinda ¥ = \/;C egrisinin teget dogrusunun egimi
ey — 1 1
m=l®=57=7

ve (4:2) noktasindan gecen teget dogrusunun denklemi

= f(4 1 4) =2 1 1*1 1
y—()+1(x— )— _}_in —ZX-}-

dir.

7.3. Bir Aralik Uzerinde Tiirev

Bir (a.b) acik aralig1 (sonlu yada sonsuz) iizerinde tanimli bir f fonksiyonu bu araligin her noktasinda tiireve

sahipse f fonksiyonuna (a,b) acik araligi iizerinde diferansiyellenebilir denir.

Bir [a.0] kapal1 aralig1 tizerinde tanimli bir f fonksiyonu (a,b) acik araliginin her noktasinda tiireve sahipse
ve araligin ug noktalarinda

fla+h) —f()

lim (a da sagdan tirev)
h—0" h

‘(b+h)—f(b
lim it })l f () (b de soldan tiirev)
h—0~
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limitleri varsa f fonksiyonuna [a,b] kapal1 aralig1 tizerinde diferansiyellenebilir denir.

Sagdan ve soldan limit ile limit arasindaki iliskide oldugu gibi sagdan ve soldan tiirev ile tiirev arasinda su
iligki vardir:

“Bir fonksiyonun bir noktada tiirevinin olmasi i¢in gerek ve yeter o kosul fonksiyonun o noktada sagdan ve
soldan tiirevinin var ve birbirlerine esit olmasidir.”

Ornek: /(¥) = |x| fonksiyonunun ¥ = 0 noktasinda tiirevi yoktur.

x =0 ga f(*¥) = |*| fonksiyonunun sagdan tiirevi:

_ fx+h)—fx)  [0+h[—[0] [h|
lim = lim ——— = |lim —
h0* h h—s0 h h—ot+ h

h—0" jken 1 >0 dir ve [l =R oldugundan

lim — = lim—-= lim1 =1
h—o0+ h h—o+h  hoot

elde edilir, yani * = 0 da f(x) = |x]| fonksiyonunun sagdan tiirevi 1 dir.

x =0 da f(%) = |%| fonksiyonunun soldan tiirevi:

S+ —fx . [0+h[-0]  |h]
lim = lim ——— = lim —
h—0~ h h—0~ h n—o+ h

h—0" ijken " > 0 dir ve Il = —h oldugundan

|h —
lim — = lim — = lim (-=1) =-1
h—0t h h—0+ h h—>0+( )

elde edilir, yani ¥ = 0 da /(%) = || fonksiyonunun soldan tiirevi -1 dir.

Sonug olarak, * = 0 da f(X) = |x| fonksiyonunun sagdan ve soldan tiirevleri birbirlerinden farkl

oldugundan ¥ = 0 da f (*¥) = |*| fonksiyonunun tiirevi yoktur, yani diferansiyellenebilir degildir.
7.4. Tirev Alma Kurallar

Sabit Fonksiyonun Tiirevi: ¢ € R olmak iizere f(X) = € sabit fonksiyonunun tiirevi

d . d 0

/=g @=

dir. Diger bir gosterilisle,

¢'=0

Ornek: / (¥) = 3 sabit fonksiyonunun tiirevi / (%) =0 gy,
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f(¥) =T sabit fonksiyonunun tiirevi / (%) =0 gy,

Kuvvet Fonksiyonlarmin Tiirevi:

a) T pozitif bir tamsay1 ise f (*) = x" fonksiyonunun tiirevi

d d i

/00 = g G =

dir. Diger bir gosterilisle,

(x™)" = nx"1

Ornek: f(x) = x* fonksiyonunun tirevi £ '(*) = 4x° giir,

b) ™ negatif bir tamsay1 ve ¥ # 0 jse f(¥) = x" fonksiyonunun tiirevi

S = () =
dx dx
dir. Diger bir gosterilisle,

(x") =nx"1

Ornek: f) =% fonks1yonunun tiirevi

d 1 —2
= ()= =2 P e = L

¢) P/ rasyonel bir say1 ise / (X) = xP/a fonksiyonunun tiirevi
p
f( ) = (xp/q) = —yp/q—1
q

dir. Diger bir gosterilisle,

(X?)/G)’ = Exrﬂ/q 1

dir.

Ornek: f(¥) = VX , %> 0 fonksiyonunun tiirevi

;_xf(x) = (\f) = (xl/z) - %xl/Z I%xl/z _ %

Skalerle Carpim Kural: f, diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve € bir sabit say1 ise (cf)(x)
fonksiyonunun tiirevi

d _a
—(cH@®) = f®)
dir. Diger bir gosterilisle,

(cf)'(x) = cf '(x)
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Ornek: f(x) = 3x? fonksiyonunun tiirevi
f(x) = (3x?) =3(x?)' = 3.2x = 6x

Toplamin Tiirevi Kurali: fved diferansiyellenebilir iki fonksiyon ise f+g toplam fonksiyonu da fved
nin ikisinin de diferansiyellenebilir oldugu noktalarda diferansiyellenebilirdir ve bu noktalarda

d _a d
—(F+ @) () = —£09) + —8(x)
dir. Diger bir deyisle,
f+9' ) =f(x)+gx)

c=-1 icin skalerle carpim kurali ve toplamin tiirevi kuralindan, iki fonksiyonun farkinin tiirevinin de
fonksiyonlarin tiirevlerinin farki oldugunu elde ederiz, yani

d d d
(=) (¥) = () — -8(9)
dir.

Ayrica toplamin tiirevi kurali, iki fonksiyon yerine daha fazla sonlu sayida fonksiyonun toplamina da
genigletilebilir, yani f1s f 20 i bir ¥ noktasinda diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise fit fatwt fau

toplam fonksiyonu da X noktasinda diferansiyellenebilirdir ve
d fy + f f, _ f d f; d f,
ittt f)0) = —hH ) + —h &) + ..+ (X)
dir.

Ornek: h(x) =3x%+ 7x fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

h(x) fonksiyonunu f(x) =3x% ye g(x) = 7x seklinde iki fonksiyonun toplami gibi diisiiniirsek toplamin
tiirevi kuralindan

d

€ )=—(1‘ +9)(x) = —f( )+ G(X)

d d
= T (3x%) + Tx (7x) =6x+7 (Kuvvet fonksiyonunun tirevi ve

skalerle carpim kuralindan)

. 95 2.4 z
Ornek: /() =2x7 —3x" + 7x +3 polinomunun tiirevini bulunuz.
d 3 1) 5 d (3 4) d d 1)
—f(X)— (ZX —4X + 7x + (2 )—a 4X +a(7X)+E(5
3
= 2.5x% —E.4x3 +74+0=10x*—3x3+7

bulunur.
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Carpimin Tiirevi Kural: f ve 9, bir ¥ noktasinda diferansiyellenebilir iki fonksiyon ise f-9 fonksiyonu da

X noktasinda diferansiyellenebilir ve

d .d d _
—(f ) = 00 () + 8O ()
dir. Diger bir deyisle,

(f - 9)' () = ()8 + f(x)g'(x)

dir.

_ 13,1
Ornek: h(x) = (x + x) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

1
FO) =3y 90 =X+ 2 imak tizere B(¥) = f()g(%) olarak diisiinelim ve ¢arpimin tiirevi kuralimi
uygulayalim:

h'(x) = (f-9)'(0) = '®)gX) + f(x)g'x)

1 1 1 1y 1 1 1 1 1
= (—) (x3 +—)+—(x3+—) =——(x3 +—)+—(3x2——2)=2(x——3)
X X X X x2 X X X X

Béliimiin Tiirevi Kurah: / ve 9, bir ¥ noktasinda diferansiyellenebilir iki fonksiyon ve 9(*¥) # 0 jse¢ f/9

fonksiyonu da * noktasinda diferansiyellenebilir ve

A () A 8(0) — 800 =00
dx\g/ 92(x)

dir. Diger bir deyisle,

Y P08 — g 00fR)
( g) ) =

g*(x)
dir.
N T
Ornek: () =773 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

f(x) =27 =1y g(x) = x + 3 olmak iizere M(X) = f(X)/9(X) olarak diisiinelim ve boliimiin tiirevi kuralini
uygulayalim:

([)'(X) _ 9800 —g' () _ (x+3)(x® — 1) — (2 —1(x + 3)
g

g?(x) (x +3)2
x+3)Bx2—(x-1D1  3x3+9x2—x>+1 2x3+9x?+1
B (x + 3)2 B (x + 3)2 T (x+3)2
Ornek:

(x3 = 1)(x? + 3x)
<5

h(x) =
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fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

1. yol: i1k olarak béliimiin tiirevi kuralini uygulayalim:

(3 = 1)(x% + 3%)) x° — (x5)"(x3 — 1)(x? + 3x)

h'(x) = O

Bu ifadedeki (¢ — D +31)) tiirevi carpimin tiirevidir. Bu tiirevi hesaplayalim:
(3 =12 +3%) = (3 — 1)/ (x% + 3x%) + (& — 12 + 3x)’

= 3x%(x% +3x) + (x> — 1) (2x + 3)

=5x* +12x* —2x -3

bulunur. Bu tiirevi yerine koyalim:

_ (=1 +3%) x5 — (x5 (¥ — D2 + 3%)

h’ :
(x) (x5)2
(5x*+12x3 —2x —3)x° = 5x* (3 -1 +3x) 3E>—x—4)
- <10 - X5
bulunur.
2.yol: Ilk énce
x3 — 1)(x?% + 3x
I Gl G
X.J
fonksiyonunu sadelestirelim:
(x3—1)(x* +3x) x°+3x*—x%—3x 3 1 3
h(x) = a = _ S
X5 X5 x x3 xt
olur. Simdi h'(%) i bulalim.
, 3 1 3y 3 3 12 =3x3—-x—-4)
v =(1+3-5-5) =—gtatE o

bulunur.
7.5. Yiksek Mertebeden Tiirevler

Bir Y = f(X) diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise f(X) in tirevi f'(%) de bir fonksiyondur. Eger f'(%) de
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise f'(X) in de tiirevi vardir ve f' (X) seklinde gosterilir ve "= ()" du.

rr rr
f af fonksiyonunun ikinci tiirevi denir, ¢linkii f , f in tiirevinin tiirevidir, yani,

- d2%y d(d_Y) dy’ f
= w\ax/ = =Y

dir.
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" _ .3 . T
Ornek: /(X) = X" fonksiyonunun ikinci tiirevini bulunuz.

f'(x) = (f'(x))' = (3x%)' = 6x

o f

Eger f' in ikinci tirevi [ fonksiyonu da diferansiyellenebilir ise f'" nin tiirevi vardir ve seklinde

e
gosterilir. f"af fonksiyonunun ¥ e gore tigiincii tiirevi denir ve

frrr _d3y_ d dL” _dy”_ e
O= & \ax )~ &

dir. Bu sekilde devam edilirse herhangi ™ pozitif tamsayist icin f in ¥ e gore ™ tiirevi

n—1
- 4
seklinde tanimlanur.
Ornek: f(x) =x°+4x* -5 fonksiyonunun ilk dort tiirevini hesaplayiniz.
f in birinci tiirevi:
f'(x) = (x3 + 4x? — 5) = 3x% + 8x
f in ikinci tiirevi:
f'(x) = (f(x)) = (3x?> + 8x)' = 6x + 8
fin tiglincii tlirevi:
f"(x)=(f"(x)) = (6x+8) =6
f in dérdiincii tirevi
fHx=>{"x)=6 =0

bulunur. 5. ve sonraki tim turevler sifirdir.

Xt A

1
Ornek: f(x) = x fonksiyonunun ikinci tlirevini bulunuz.

[k énce birinci tiirevini bulalim:

1—X+4\/§)'= (1—x+ 4% % — (1 — x + 4%’
X

x2

f)=0M@) = (

2
(—”7;)"—(1—“4\/’5_ x4 2Kl 4x—AE —20K—1
_ e

X2 X2

f in ikinci tiirevi:

x4

o0 = (F(0) = (—_ - 1) - RN R DO

about:blank

100/199



6.02.2023 00:26 Ders : Programcilar Igin Matematik - eKitap
_1X2 —(—24x—1)2x 3/2 1/2
X 3xc+2x  3x/° 42

x4 B x4 - x3

bulunur.

Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

f(x) = sinx fonksiyonunun tiirevini hesaplayalim:

flx+h)—f(x)

f'(x) = (sinx)' = lim
h—0 h
_sin(x + h) — sinx
= |lim
h—0 h

Trigonometrik fonksiyonlarin toplam formiillerinden
sin(x + h) — sinx = sinxcosh + cosxsinh

oldugunu hatirlayalim. Bu esitligi yukaridaki limitte yerine koyalim:

. sin(x+ h) —sinx  (sinxcosh + cosxsinh) — sinx
lim = lim
h—0 h h—0 h

. sinx(cosh — 1) + cosxsinh ) cosh—1 ) sinh
= lim = lim (smx . —) + lim (C()SX . —)

h—0 h h—0 h h—0 h
_ ~ cosh—1 ~sinh )
=sinx * lim——— + cosx * lim—— = sinx -0 + cosx 1 = cosx

bulunur, yani siniis fonksiyonunun tiirevi kosiniis fonksiyonudur:

d )
ax (SINX) = COSX o 4, (sinx) = cosx
dir.

Benzer sekilde trigonometrik formiillerden yararlanarak diger bes trigonometrik fonksiyonun tiirevi soyle
bulunur:

d .
E(C().Sx) = —Sinx yada (COSX)’ = —sinx
yani kosiniis fonksiyonunun tiirevi siniis fonksiyonunun negatifidir.

d
= (tanx) = sec?x yada (tanx)' = sec?x

d
ax (secx) = secx tanx yada (secx)’ = secx tanx
2

d
T (cotx) = —cscox yada (cotx)'= —csc*x

d
Ix (cscx) = —cscx cotx yada (€s€x)’ = —cscx cotx
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Ornekler: Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplayalim:
1.y =4x + sinx

V' = (4x + sinx)' = (4x)" + (sinx)' = 4 + cosx

7.y = sinxtanx

2

y' = (sinxtanx)’ = (sinx)'tanx + (tanx)’'sinx = cosxtanx + sec“xsinx
= sinx + secZxsinx

COSX
y= 1 — csex

y = (ﬂ)' ~ (cosx)'(1 —cscx) — (1 — cscx)'cosx

1—cscx/ (1 — csex)?

—sinx (1 — cscx) — (cscxcotx)cosx
(1 — cscx)?

—sinx cot?x

1—csex (11— cscx)?

bulunur.
7.6. Bileske Fonksiyonun Tiirevi ve Zincir Kurah

Simdiye kadar bir fonksiyonun tiirevinin nasil bulunacagini dgrendik. Ornegin, ¥ = f (1) = coSU ¢
u=g(x) =x+3 fonksiyonlarmn tiirevlerini almay1 biliyoruz. Bununla birlikte bu iki fonksiyonun
bileskesini, yani F(x) = f(g(x)) = cos(x + 3) fonksiyonunun tiirevini nasil aliriz?

Bu bolimde bir F =f° 9 bileske fonksiyonunun tiirevinin nasil bulunacagini gorecegiz.

Bir 6rnekle baslayalim:

5

Y= 3% fonskiyonunu ¥ = 3" velt = 5X fonksiyonlarmin bileskesi olarak diisiinelim. ¥ ' tiirevini bu
fonksiyonlara bagl olarak nasil buluruz?

Biliyoruz ki
5 . , dy 5
y—gx Lse y—&—g

diir. Bununla birlikte elimizde

1
y=3u oldugundan Ww=3

ve
u = 5x oldugundan i 5
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turevleri de vardir. Bu tiirevler arasinda
dy 5

’ _15
V=%~373

_dy du
T du dx

iligkisi kurulur, yani

dy dy du
dx du dx
bulunur.

Bu sonug aslinda bileske fonksiyonlarin tiirevlerinin nasil alinacagini gosteren “Zincir Kurali” na
dayanmaktadir:

Zincir Kurah: /(W) 4= g(X) noktasinda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 9(X), X noktasinda

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise (feg)(®) = f(g(x)) bileske fonksiyonu da * noktasinda
diferansiyellenebilirdir ve tiirevi de

(fog)(x)=f(g(x)) g'(x)
seklindedir.

Leibniz’in notasyonuyla bu kurali s6yle de ifade edebiliriz:

y=f(W) yeu=9(x) ise

dy dy du
dx du dx
dir.

Zincir Kuralindan, f(g(x)) bileske fonksiyonunun * noktasindaki tiirevinin, f in 9(%) noktasindaki

tireviyle Y nin ¥ noktasindaki tiirevinin ¢arpimi seklinde oldugunu anlamaktayiz.

Ornekler:

1.y =sin(x’ - 2) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

f(w) = sinu ye u=g(x) =x° — 2 glmak iizere ¥ = [ (9(x)) dir. Dolayisiyla zincir kuralindan
y'=(eg)x)=[(gx) gx)

dir.

f(w) = sinu ise f'(w) =cosx ve f'(g(x))=cos(x>—2)

dir. Ayrica,

gx) =x3—2 ise g'(x)=3x*

bulunur. Bu degerleri ¥ de yerine koyarsak,

y' = (fog) () = f(g(x)) - g'(x) = cos(x® — 2) - 3x% = 3x%cos(x® — 2)

bulunur.
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Zincir kuralini su sekilde diisiinmek ¢ogu zaman isimizi kolaylastirir:

y=f(g®)) ise
dy . ,
= = F(9() - g'()

dir, yani, bileske fonksiyonun tiirevi, distaki f fonksiyonunun tiirevinin igteki 9 (x) fonksiyonundaki degeri
ile icteki fonksiyonun tiirevinin ¢arpimudir.

2.y = cot(4 + sin(3x)) fonksiyonunun tiirevini hesaplayimiz.

f(uw) = cotu ye u= g(x) = 4 + sin(3x) olmak iizere ¥ = f(9(*)) dir. Dolayistyla zincir kuralindan
y'=0°9)(x)=[fgx) gk

f(u) = cotu ise f'(u)= —csc’x ve f'(g(x)) = —csc?(4+ sin(3x))

bulunur.

g(x) =4 +s5in(3x) ise g'(x) = (4 + sin(3x)) = (sin(3x))’

dir. Dikkat edilecek olursa 9 (X) = (Sin(3X))" tiirevi de SIX ve 3X fonskiyonlarinin bileskesidir. Bu tiirevi
de hesaplamak i¢in zincir kuralini kullanalim:

g'(x) = (sin(3x)) = cos(3x).3 = 3cos(3x)

bulunur. Bu tiirevleri ¥ tiirevinde yerine yazarsak
y'=(fe9)(x)=f(g(x)g'(x) = —csc?(4 + sin(3x))3cos(3x)
= —3cos(3x)csc?(4 + sin(3x))

bulunur.

Ustel Fonksiyonun Tiirevi

a>0,a#1 gimak iizere

f(x) = o

iistel fonksiyonunun tiirevi
f'(x) =a* lna

dir.

Ornek: /(%) = €* fonksiyonunun tiirevi
(e*) =e*lne = ¢*

dir, yani kendisidir.
Ornek: f(X) =™ fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
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Zincir Kuralindan yapalim:

(0*4")’ = 0*4"( —4x) = —4e K
bulunur.

Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi

a>0,a#1 glmak iizere

f(x) = logax

logaritmik fonksiyonunun tiirevi

dir.

Ornek: [(X) = In X fonksiyonunun tiirevi

I
(nx)_xlne_x

dir.
Ornek: /(%) = In(4 + sin(3x)) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
Zincir Kuralindan,

_ (4+sin(3x))  3cos(3x)
"~ 4+sin(Bx) 4+ sin(3x)

f'(x) = (In(4 + sin(3x)))’

bulunur.

Béliim Ozeti

Bu béliimde bir fonksiyonun tiirevi konusu ele alinmistir. Bir fonksiyonunun bir noktada diferansiyellenebilir
olmasinin tanimi verilerek cesitli fonksiyonlarin bu tanimla tiirevleri elde edilmistir. Daha sonra tiirevin
geometrik olarak ne anlama geldigi incelenmistir. Verilen bir fonksiyonun grafiginin bir noktasindan gegen
tegetin denklemi tiirev araciligiyla bulunmustur. Bir aralik {izerinde taniml1 bir fonksiyon i¢in tiirev tanimi1
sagdan ve soldan tiirev kavramlart ile verilmistir.

Tirevin iki fonksiyonun toplam, ¢arpim, fark ve bélme islemleri altinda nasil davraniglar gosterdigi
incelenmistir. Ayrica yliksek mertebeden tiirev konusu ele alinmistir. Diferansiyellenebilir bir fonksiyonunun
tirevinin de diferansiyellenebilir olup olmayacag: arastirilmistir. Bir fonksiyonunun ikinci yada daha yiiksek
dereceden tiirevlerinin nasil bulunacagi da gosterilmis ve drnekler ¢ozlilmiistiir.

Bileske fonksiyonun tiirevi ve Fonksiyonlar tinitesinde gordiigiimiiz temel trigonometrik fonksiyonlarin,
iistel ve logaritmik fonksiyonlarin tiirevleri de verilmistir.

Kaynakc¢a

1. V.A. Zorich, Mathematical Analysis I, 2 nd edition, Springer, 2015
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2. G.B. Thomas, Calculus, 12th edition, Addison-Wesley

3. B. Musayev, M. Alp, N. Mustafayev, Analiz II, Se¢kin Yayincilik, 2007

Unite Sorulari

Soru-1 :

f(x)= Vx fonksivonunun x = 0 noktasinda tiirevi hakkinda asagidakilerden hangisi
dogrudur?

(Coktan Se¢meli)

(-0

(-1

()--1

(-2

(+) - Tiirev yoktur.
Cevap-1:

Tiirev yoktur.

Soru-2 :
f(x) = (x — 2)* + 1 olmak iizere f '(—1) =7

(Coktan Se¢meli)

(9)-10

() - -10

(0)-6

() - -6

(+) - Tiirev yoktur.
Cevap-2 :

-6
Soru-3 :

5
xX)=x+-
&) * fonksiyonunun grafiginde (-3,-14/3) noktasindan gecen tegetinin egimi asagidakilerden
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hangisidir?
(Coktan Se¢meli)
(*)-4/9

(¢)-14/3

() -3

(*)-1/9

(9)--1/9
Cevap-3:

4/9
Soru-4 :

f(x) =1++3 — x fonksiyonunun grafiginde (2,2) noktasindan gegen teget dogrusunun denklemi
asagidakilerden hangisidir?qq

(Coktan Segmeli)
() - y=3- %x
(-7 T4
(*) - ©) y=3-2x
(¢) - d) y=4-2x
(*) - ) y=x
Cevap-4:

}r=3—%x

Soru-5 :
f(x)=ux)v(x) ve u(3)=1, u'(3)=-1, v(3)=2, v'(3)=-2 ise £ '(3)=?

(Coktan Se¢meli)

(*)-0
(*)-1
(*) - -4
(*)--1
(*)-2
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Cevap-5:

-4
Soru-6:

f(x) = == olmak iizere f '(x) =1

q

(Coktan Se¢meli)

Gx—3
p)-zﬂf

Bx+3
(‘) - dxvx

dx+3
(0) - axix

3

(-) - avE

2
(') - 4x
Cevap-6
4x+3
axx
Soru-7 :

flx)= %‘ — x fonksiyonu igin f"'(x) =?

(Coktan Se¢meli)

(+) - 8x
(+) - -8x
(*)-8

(*) -x

() - x
Cevap-7 :

8x

Soru-8:

_ 4x®
flx) =—- 4msxfonksiyonunun tiirevi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)
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(+) - x% — 4sinx
() - 4(x? + cosx)
(+) - x* + cosx
(q_4@?+smﬂ
) - 4(x* + sinx)
Cevap-8 :

4(;};_3 + sinx)

Soru-9:

-5
y = G — 1) fonksiyonu icin y' (6) =7

(Coktan Segmeli)
(*)-1/3

(0)-1

(*)- 53

(+)--1/3

(*) - -5/3
Cevap-9 :

-5/3
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8. VEKTORLER

8.1. R" de vektorler

Bu derste vektorleri aksi belirtilmedigi siirece reel sayilar iizerinde ¢alisacagiz, yani bir vektoriin girdileri
aksi belirtilmedigi siirece reel sayilardan olusacaktir.

Bir 6rnekle baslayalim:

Bir siiftaki 9 6grencinin arasinavdan aldigi puanlar asagidaki gibi listelenmis olsun:
20, 56, 43,75, 62, 100, 94, 81, 10

Bu listeki degerleri farklr alt indislerle tek bir sembol kullanarak gosterebiliriz, yani
wq,W3, W3, W4, Wg, Wg,W7, Wg ,Wg

olarak gdsterebiliriz. Burada her alt indis, listedeki degerin sirasmi gosterir. Ornegin,
W1 : Listeki birinci elemandir, yani W1 = 20 dir.

W2 . Listedeki ikinci elemandir, yani W2 = 56 dur.

Bu degerleri almis boyle bir W = (W1.,W2, W3,...W9 ) listesine vektdr denir.

Bu 6rnekten sonra vektor tanimini su sekilde verebiliriz:

Reel sayilarin ?-siralilarmin olusturdugu R X R X ... X R (7 tane) kartezyen carpim kiimesini
R™ ile gosterelim. R™ nin elemanlarina vektor denir, yani

U1 ,Uz, - Un € R glmak {izere

u=(Ug,uz, ., Uy)

. sirahsina vektor denir. %i, t = 12,1 sayilarinin her birine % vektériiniin girdileri, koordinatlar1 yada

elemanlari denir. R nin elemanlarma da skaler denir.
Eger tiim girdiler sifirsa, yani her ¢ = 12,07 jcin %i = 0 jse U vektdriine sifir vektdr denir.

U ve V iki vektor olmak tizere bu vektorler ayni sayida girdiye sahip ve birbirlerine karsilik gelen girdiler esit

ise U ve V vektorlerine esit vektorler denir ve ¥ = V geklinde gosterilir.
Ornekler:

l.
(3,—8), (7,5), (0,0,0), (46,8)

vektorlerini diisiinelim.
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(3,—8), (7.5) vektorleri iki girdiden olusur, yani R? ye ait vektorlerdir. (0,0,0), (4.6,8) vektorleri u¢

girdiden olusur, yani R? ¢ ait vektorlerdir. Ayrica tiim girdileri sifir oldugu i¢in (0,0,0) vektsrii R te sifir

vektordur.
(1,4,5), (1,54)

vektorleri ayni sayida girdiden olugsmaktadir, iki vektoriin de ii¢ girdisi vardir, yani ikisi de yani R e ait

vektorlerdir. Fakat vektorlerin ikinci ve {igiincii girdileri esit olmadigindan (4 # 5) bu vektorler birbirlerine
esit degildir, yani

(1,4,5) #(1,5,4)

dir.

2. (x—2zy—1x+2) = (L45) glan X ¥» Z sayilarini bulunuz.

Iki vektoriin esit ise karsilikli girdileri esit olmalidir. Dolayisiyla,
x—z=1, y—1=4 x+z=5

dir. Bu denklem sistemi ¢oziildiiginde X =3, ¥ =1, 2 =2 pylunur.

Vektorlerin Siitun Gosterilisi

Simdiye kadar R™ uzayindaki bir vektorii yatay olarak gosterdik, yani

v= (Ul V2,0V —1,Vn )

seklinde gosterildi. Bu sekilde gosterilen bir vektore satir vektor denir. Benzer sekilde R" deki vektorleri
dikey olarak da gdsterebiliriz, yani

Ly
Ll

seklinde gosterilebilir.

Ornek:
, 15
| 3 i
.
- -6 ~15

vektorleri birer stitun vektorlerdir.

8.2.Vektorlerde Toplam ve Skalerle Carpim islemleri
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_ _ n o .. ..
U= (Ur,U2 o Un) ve V= (V1,02 . Vn ) R" de iki vektor olmak iizere

U ye V vektoriiniin toplami, ¥ ve V nin karsilikli girdilerinin toplanm seklinde elde edilir ve ¥ + V seklinde
gosterilir, yani

u+v=_~u +vy,uz+vz,.Uy +Vn)

dir.

U vektdriiniin bir ¥ reel sayisiyla carpimi, ¥ nun her girdisinin k sayistyla ¢arpimi seklinde elde edilir ve bu

skalerle ¢arpim ku seklinde gosterilir, yani
ku = k(uq ug,...uy) = (kuqg kus,...ku,)
dur.

Dikkat edilirse ¥ ve V nin toplami % + ¥ ile % nun K ile skaler ¢arpimi K% da R™ de birer vektordiir.

Eger Y ve V nin farkli sayida girdisi olsaydi bu iki vektoriin toplami tanimli olmazdi.

Toplam ve skalerle ¢arpim islemlerinden yararlanarak iki vektoriin farki ve negatifini de tanimlayabiliriz:
U yektoriiniin negatifi:

—u=(—1Du=(—uy,— Uz, —Uyp)

seklindedir. ¥ ve V nin farki ise

Uu—v=u+(—v)=U —v1,Uz—V2,.,Uy — Vp)

seklindedir.

T] .. .. .. . .
Ut U2,eUm, RY de m tane vektdr ve K1.K2,mkm de R de skalerler olmak iizere, %1 ,%2:-tm vektorlerini

karsilik gelen Kok km skalerleriyle ¢arpip, elde edilen skaler ¢arpim vektorlerini topladigimizda olusan
v=kiu +kaupy + .o+ ki uy

formundaki V vektoriine Y1 ,U2,-Um vektorlerinin lineer kombinasyonu denir.

Ornek: a) U= (2,4, 6) yev= (3, —5,8) glsun

u+v=(2+34+(-5,6+8) =(5,-114)

4u =4(2,4,6) = (4.2,4.44.6) = (8,16,24)

—v=(-1)(3,-58)=(-3,5-8)

2u—5v=2(246)+ (-5)(3,—58)=(48,12) + (—15,25, — 40) = (—11,33, — 28)
3 2
yn l—zl " [_1]
b) 1 Iye — 1 oImak iizere
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SERERONENE

2u—3v = 2[ —2
1 —1
R™ de herhangi VW vektorleri ve R de herhangi %% skalerleri igin

Ozellikler:

u+v)+w=u+@+w)

u+0=u Burada 0 = (0,0,...0) gifir vektordiir. )
u+(—u)=20

ut+tv=v+u

k(u+v)=ku+ kv

(k+kYu=ku+k'u

(kku = k(k'u)

lu=u

R™ de iki WV vektori arasinda, k sifirdan farkli bir skaler olmak iizere
u=Kkv

iliskisi varsa ¥ ya V nin kat1 denir.

8.3. I¢ Carpim

— — n o oeq . . o
U= (U U, o Un ) ye V= (V1,02 Vn ) R" de herhangi iki vektdr olmak iizere

U ve V nin i¢ ¢arpimu ¥ * V ile gosterilir ve
Urrv=uyvy +upvz +..+u,vy

seklinde tanimlanir. Gorildigi gibi iki vektoriin i¢ ¢arpimu, vektorlerin birbirlerine karsilik gelen girdilerinin
carpimlarinin toplamidir. I¢ carpim bir reel sayidir.

Eger iki vektoriin i¢ ¢arpimu sifir ise bu iki vektdr ortogonaldir, yani birbirlerine diktir:

U v =0 jse U ve ¥ ortogonaldir (diktir).

Ornek:

a)u=(-21-1),v=(543) ye W= (54 — 6) vektérlerini alalim:
U ve U nin ig ¢arpimi:

uv=_(—-2)5+14+(—-1).3=-9

U yve W nun i¢ carpimu:
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uw=(=2)5+14+(=1).(—6)=0

V ve W nun i¢ ¢arpimu:
VoW =55+ 44+ 3.(—6) =23

diir. ¥ W = 0 o]dugundan % ve W ortogonaldir.

3 2
‘- l—zl i [_1]
b) 1 Jye — 1 6lmak iizere
U v=32+(=2)(—=1)+1.(=1)=8
dir.
ou=(-21-14),v=(4k43) olmak iizere % ve V nin ortogonal oldugu k¥ degerini bulunuz.
uv=(-2)4+1k+(—1)4+43=k

oldugundan Y ve ¥ nin ortogonal olmast i¢in ¥ * ¥ = 0 yani k¥ = 0 olmalidir.

Ozellikler:

R" de herhangi WVW vektorleri ve R de herhangi bir K skalerleri igin
(u+v)y-w=uw+v-w

(ku) V= k(u-v)

U v=v-u

U u=0 gy uu=0gpcak ve ancak ¥ = 0 durumunda olur.

Vektorlerin toplam, skalerle carpim ve i¢ carpim islemleriyle birlikte R™ uzayna reel Oklidyen uzay denir.

8.4. Bir Vektorin Uzunlugu (Normu)

R™ de herhangi bir ¥ = (U1,U2, .. Un) vektériiniin uzunlugu, |11 ile gésterilir ve

lul| = VU u= ud+uj+..+u2

seklinde tanimlanir, yani bir vektoriin uzunlugu, vektoriin girdilerinin karelerinin toplaminin karekokii
seklinde tanimlanar.

i¢c carpimin 4. 6zelligi olan “% " U =0 g, U* U =0 apcak ve ancak ¥ = 0 dir.” 5zelliginden
[[ull = 0 gir ve [1ull = 0 ancak ve ancak ¥ = 0 dur.
Eger |14l =1, yada denk olarak, ¥ % =1 jse % ya birim vektor denir. R™ de sifirdan farkls herhangi bir V

vektori igin
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b= ——p= —
[1vll vl

seklinde tanimlanan U vektoriine V vektoriiniin normallestirilmis vektorii denir. A¢iktir ki normallestirilmis
vektorlerin uzunlugu 1 dir, yani birim vektorlerdir.

Ornek:

u=(12,— 3,4, —5) yektériiniin uzunlugunu bulunuz.

[12]] =\/u§+u%+...+u§=\/12+22+(_3)2 +42+(—5)2:\/Aﬁ

U_(l _ 15 l)
u=(1,-342) yve "~ \2" 7 56’5’6/ olmak iizere

lul| =~uf +ud +ud +uf=12+(—3)2+ 4%+ 22 =30

2 2 2

i (] (G

bulunur. |71l = 1 oldugundan ¥ bir birim vektdrdiir. Fakat |14l = v 30 oldugundan ¥ birim vektor degildir.

U yu normalize edelim:

1

. 1 1 3 4 2
= = 0349 = (75~ - 7)

Cauchy-Schwarz Esitsizligi: R de herhangi WV vektérleri icin

lu-v[<[[uf[ [Iv]|
dir.
Ucgen Esitsizligi: R" de herhangi WV vektorleri i¢in

[[w+ vl < [full + [Iv]|

dir.
8.5. Uzaklik, A¢1 ve Izdiisiim

— — n o oeq . o o
U= (U Uz o0 Un) ve V= (V1,02 - Vn) R" ge herhangi iki vektor olmak {izere

U ve ¥ vektorleri arasindaki uzaklik 4(WV) ile gasterilir ve

d(u,v) = ||u — UH = \/(ul — )2 + (uZ — V2 )2 Tt (un - vn)z
seklinde tanimlanir.

U ve V vektdrleri arasmdaki act  is

9 u-v
cosf= ——
Hull1vll
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seklinde tanimlanur.

U vektoriiniin, U vektoril iizerine izdiigiimii de bir vektordiir, PT0J (wv) seklinde gosterilir ve

u-v u-v

roj(u,v) = V= —V
proj(u,v) VEY " vy

seklinde tanimlanir. Asagidaki sekilde gorildigii gibi ¥ * vektorii % vektoriiniin, V vektorii izerine izdiigtim
vektoriidiir.

Ornek: 4 = (1, = 34) ye V= (2,5,6) vektorleri arasindaki uzaklig1 bulalim.

duv) = ||u—v|| =1 —v1)* + (uz — v2)? + (u3 — v3)?

=127+ (=3 -5+ (4-6)? =T+ 64 +4=/69

Simdi U = (L, — 3,4) ye V= (2,5,6) vektorleri arasindaki ac1 9 ise €056 yi bulalim:

9 u-v
c0sf = ————
[Tul[ {IvI]

u-v=uyvy +uUzvp +U3V3=12+(_3)5+46=11
lJu|| =~uf +ui +ué =17+ (—3)Z + 4% =26

[|[V]| = Vi + V5 +v5 =22+ 5% + 62 = /65

oldugundan

u-v 11

ull VIl ~ \26./65

cos @ =

bulunur.
Ayrica

) u-v 11 22 55 66
proj(uv) = V2 V= 5(2,5,6) = (E’ E'E)

bulunur.
8.6. Kompleks Sayilar

R? = {(ab):ab€ER} kiimesine, iizerinde tanimlanan
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Esitlik: (a,b) = (c,d) ancak ve ancak a=cveb=d
Toplam: (a,b) + (¢, d)=(a+cb+d)

Carpim:  (a,b) * (¢, d) = (ac — bd,ad + bc)
ile birlikte kompleks sayilar kiimesi denir ve Cile gosterilir.

Bir @ € R reel say1sini bir kompleks say1 formunda (a,0) seklinde gosterebiliriz. Yukarida tanimladigimiz

toplam ve ¢arpim islemlerini (@,0) formundaki sayilara uyguladigimizda elde edecegimiz
(a,0) + (b,0) = (a+ b,0) ve (a0)-(b0)=(ab0)

islemleri de reel sayilarin toplam ve ¢arpim iglemlerine karsilik gelmektedir. Bu yiizden reel sayilarin kiimesi
R ye C kompleks sayilarin kiimesinin bir alt kiimesi goziiyle bakabiliriz, 6yle ki (@,0) formundaki elemanlar

@ ile gosterilir, yani

a<—(a,0)

dir. (0,1) kompleks sayisi Lile gosterilir ve su 6nemli 6zellige sahiptir:
i2=1ii=(01)-(0,1)=(-10)=1 veya i=+—1

Buna bagli olarak herhangi bir 2 = (a,b) €C su formda yazilabilir:
z=(a,b) = (a,0)+ (0,b) =(a,0)+ (b,0)- (0,1) =a + bi

Kompleks sayilarin Z = @ + bl formundaki notasyonunda @ ya Z nin reel kismi, @ ya Z nin sanal kismi denir

ve sirastyla @ = Rez ye b = Imz geklinde gosterilir.

z=atbi,w=c+di kompleks sayilarinin toplam ve ¢arpimlari yukarida verdigimiz islemlere denk olarak
su sekilde tanimlanir:

z+w=(@+b))+ (c+di)=a+c+bi+di=(a+b)+ (c+d)i

zw = (a + bi)(c + di) = ac + bci + adi + bdi* = (ac — bd) + (bc + ad)i
Buradan # nin negatifini

—z=—1z

seklinde tanimlariz. C {izerindeki fark islemi ise

w—z=w+(—2)

seklinde tanimlanir.

Kompleks Eslenik ve Mutlak Deger (Modiil)

BirZ = @ + bi € C gompleks sayisinim eslenigi Z ile gosterilir ve

Z=a+ bi=a— bi
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seklinde tanimlanur.

z7Z = (a + bi)(a — bi) = a® — b%i? = a® + b?

dir. Buradan Z kompleks sayismnin reel say1 olmasi ancak ve ancak Z = Z olmasi halinde miimkiin oldugu
gorlilmektedir.

BirZ=a+bi€C kompleks sayisinin mutlak degeri |17 ile gosterilir ve

2] = 77 = JaZ T B?
seklinde tanimlanir, yani bir kompleks saymin mutlak degeri eslenigi ile kendisinin ¢arpiminin karekokiidiir.

Dikkat ediniz ki 12, R? de (@b)vektsriiniin uzunlugudur.
Sifirdan farkli bir 2= a + bl € C kompleks sayisinin tersi 7 le gosterilir ve

= — = — — — — — i
zZ a2+ b2 a2+ b?

A a b

Z

seklindedir. C kompleks sayilar kiimesi iizerinde bolme islemi ise W € € veZ2# 0 olmak iizere

w
= —=wz

" —1
zZZ

N =

seklinde tanimlanir.

Ornek: Z2=3+ 2lyeW=4%— 5l g[gun.
Z+w=CB+20)+@-5D)=CB+4)+ 2+ (-5)i=7-3i
w=(3+2)(4—-5)=0B4—-2(-5)+24+3.(=5)i=22-7i
Z7=3+2i=3-2i ve w=4—-5i=4+5i

|z| =+2Z =+f3% + 22 = /13 ve |w| =+4*+ (=5)? =

3—-2i 3 2

— -5

Z
Z_l = — =
77 13 13 13

w_oo .(i i.) 2 ,
~ = WZ = (4 — 50) B3 13Y =13 13!
8.7. C" de vektorler

Kompleks sayilarin "-siralilarinin olusturdugu CxXCx..xC(n tane) kartezyen carpim kiimesini C"le

gosterelim. Reel durumdaki gibi, € nin elemanlarina vektér denir, yani
21,22« Zn € € glmak iizere
u= [Zl 142y we Zn]

n_sirahisia € de bir vektor denir. Zi, § = 1.2,..7 sayilarinin her birine % vektoriiniin girdileri, koordinatlari

yada elemanlar1 denir. C nin elemanlarina da skaler denir.
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C" de vektorlerin toplam ve skalerle ¢arpim islemleri, sirasiyla

121,22, 0Zn | + (W1 Wo,awyn | = [21 + Wy,20 + W2,z + Wy ]

ve 7€ Colmak iizere

7|71 ,29, iy | = 221 ,222,..,22, |

seklinde tanimlanir.

Ornek: C e = [2+ 304 —1,3] ye v =[3—2i,5(, 4 — 6i] yektsrlerini diistinelim.

u+v=[2+3i4—1i3]+[3—2i5,4—6i] =[5+i4+4i,7 — 6i]
G—-2Du=[(5-20)2+3D),(5—-20)(4—0),(5—20) 3]=[16+ 11,18 — 13i,15 — 6i]

bulunur.
8.8. C" de i¢ carpim

U= (21,22 w0 Zn) ve V= (W1, W2, oo Wi ), C"de herhangi iki vektdr olmak iizere
U ve U nin i¢ ¢arpimi U V ile gosterilir ve
U V=ZyWT +Z2 Wz + .. + 2y Wy

seklinde tanimlanar.

U= [21,22, v Zn] vektdriiniin uzunlugu, |14l ile gésterilir ve

lu|| = VU U= 2127 + 2277 + oo + Zn 7w = /|21]% + |22]% + . + |Z0]?

seklinde tanimlanir.

Ornek: € te U= [2 + 314 —1, 3 + 5i] ye v =[3 — 41,5, 4 — 2i] yektsrlerini diisiinelim
u-v=(2+30)(3=4i)+ @4 —)(5)+ @3 +5)(4—2i)

= (24303 +4D) + (4—D(=50) + (3 + 5)(4 + 20)

= (=6 + 13i) + ( =5 — 20i) + (2 + 26i) = —9 + 19i
uru=2+3i2+4—i?+[3+5i*=4+9) + (16 +1) + (9 +25) =64

lul] =/u-u=+/64=8

Vektorlerin toplam, skalerle ¢arpim ve i¢ carpim islemleriyle birlikte c” uzayma kompleks Oklidyen uzay

denir. R" de gegerli olan Y "V = V" U ggitligi C" de su sekilde dogrudur:

U v=rv-u
Schwarz Esitsizligi ve U¢gen Esitsizligi ise, c" icin ayn1 sekilde de dogrudur.
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8.9. Cozumlii Sorular

| R¥tinu=(2,—15),v=(0,—33),w=(0,— 2,6) vektsrleri icin 2u—3v +4w =7
2u—3v+4w=2(2,—15) + (=3)(0,3, — 3) + 4(0, — 2,6)

= (4,—2,10) + (0, — 9,9) + (0, — 8,24) = (4, — 19,43)

2. R* gpu=(03,—50) vev=(—3,6 —42) vektorleri icin %"V j¢ carpimini bulunuz.

U v=uVvy +Uzvy +uzvy +uyvy =0.(—3)+36+(—5).(—4)+02=38

3. R¥tinu= (4 — 12, - 3) yektoriiniin uzunlugunu hesaplayiniz.

lu|| =~uf +uj +ui =42+ (—12)7+ (—3)? =/169 = 13
4. R* in v = (2,— 4,6,3) vektoriinii normallestiriniz.
Bir V vektoriiniin normali

1 v

v

= ——p=—

[l il

formundadir. Bu yiizden 6nce |[vl| yi bulalim:

V]| = VT +vE+VvE+vE =22 + (—4)Z + 6% + 32 = /65

dir. Simdi ¥ yi normallestirebiliriz:

6 3

v:Wv=/\/ﬁ(2,_4j6|3)=(,\/67,_«\/g,\/£,@)

bulunur.

5. R%inu=(2,-6,0) vev=(357) yektsrleri arasindaki act 9 olmak iizere €050 yi bulunuz.

9 u-v
c0sf = ————
[Tul[ {IvI]

dir.

uv=u;vy +uzvy +uzvy =23+ (—6)5+0.7=36

lul| = Juf +us +uf =27+ (—6)% + 02 = /40

[|[V]| = /VT + V5 +v5=+/3%+5%+ 7% =./83

oldugundan

u-v 36

[l 1lv] ~ 40 /83

6.2=5+2i w=4—1€Cjcip 2w degerini hesaplaymniz.

cos @ =
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2w = (54 20)(4 — i) = 5.4 + 5.(—i) + (20).4 + (20).(—0)

=20—-5i+8i+2=22+3i

7.2=5+2i kompleks sayisinin 12| mutlak degerini bulunuz.

2| =~7Z = (5 + 20)(5 + 20) =
VG +2D)(5—20) =452 + 22 =29

8 C e u=[2+3i,4—1i,3 +5i] ye V=[3 — 4i,5i, 4 — 2i] yektsrleri icin UV
i¢ carpimini bulunuz.

U V=21 WT +Z Wz + .. + 2y Wy

= 2+3)(3—4i)+ @ —0(51) + (3 +5i)(4—2i)

=2+3)@B+4)+ @ —D(=5)+ (3 +50)(4+ 2i)

=(—6+13i))+ (—5—200) + (2 + 26i) =—9 + 19i

9. €% de u=[1+ 71,2 — 6i] yektorii icin (3 +Du degerini hesaplayiniz.
B+Du=@+D[1+7i,2—06i]=[B+D)(1+7i),B+i)(2—60)]

= [(3+1D)(1+7i),3+1)(2—6)] =[—4 + 21i,12 — 16i]

2—5i

10. 5+ 2i sayisim @ T bI formunda yaziniz.

2—-5i (2-5i)(5-20) —29i

5+2i (5+20)(5—20) 29

Boliim Ozeti

Bu boliimde vektorler konusu ele alinmistir. Vektorler iizerinde toplam, skalerle ¢arpim islemleri
tanimlanmis ve bu islemlerin 6zellikleri verilmistir. Daha sonra vektorler iizerinde tanimlanan i¢ ¢arpim
islemi ele alinmistir. I¢ carpim isleminin &zellikleri ve bu islem yardimiyla tanimlanan bir vektdriin
uzunlugu, iki vektor aras1 uzaklik, iki vektor arasi ag1 gibi 6zelliklerin nasil bulunacagi verilmistir. Uzunlugu
1 olmayan vektorlerin nasil normallestirilecegi elde edilmistir.

Bu 6zelliklerin tamami reel vektorler icin verildiginden boliimiin sonunda kompleks vektorler konusuna
girilmistir. Ik énce kompleks sayilar ve kompleks sayilarin eslenigi ve mutlak degeri kavramlari verilmistir.
Bu kavramlar 6grenildikten sonra kompleks vektorler iizerinde i¢ ¢arpim islemi tanimlanmistir. Bolim
sonunda tiim tiniteyle ilgili karigik sorular ¢oziilmiistiir.

Kaynake¢a
1. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Linear Algebra, 6th edition, 2018

2. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Discrete Mathematics, 3rd edition, 2007
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(1]
[
Unite Sorulan

Soru-1:

R3 tinu = (2,—1,5),v = (0,3, —3),w = (0, —2,6) vektorleri icin 2u — 3v + 4w =?

(Coktan Se¢meli)

(9)-(3.9.3)
(*) - (4,-19,43)
(*) - (4,19,-43)
(*)-(-1.4.3)
(*) - (4,-3.5)
Cevap-1 :

(4,-19,43)

Soru-2 :

R* inu = (0,3, —5,0) ve v = (—3,6,—4,2) vektorleri i¢in u-v garpimi asagidakilerden hangisidir?qq

(Coktan Se¢meli)

(¢)-38
(+) - 12
(9)-0
(4)--12
() - -38
Cevap-2 :

38

Soru-3 :

3 —
R*nu = (4 —12,-3) \esriiniin uzunlugu asagidakilerden hangisidir?qq

(Coktan Segmeli)

() -4
(¢)-19

(*)-13

about:blank 122/199



6.02.2023 00:26 Ders : Programcilar Igin Matematik - eKitap
(9)-0

(0)-12
Cevap-3:

13
Soru-4 :

N :
R* 60 v = (2, =46.3) " yekoriiniin normallestirilmis vektorii agagidakilerden hangisidir?qq

(Coktan Se¢meli)

( 1 101 1 )
(.)_ V&5 ' V&5 "v65 65

( 2 4 & 3 )
() - Ves " W85 v85 "VEE
Cevap-4:

Soru-5 :

2 _ —
R*tnu = (2,—-6,0) vev = (3,57) vektorleri arasindaki ac1 6 olmak tizere cost asagidakilerden hangisidir?

qq
(Coktan Se¢meli)
40
(*) - T
83
(*) - 540
(-1
—24
Ti0 - V83
18
(*) - 1043
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Cevap-5:

—24
70 . V83

Soru-6 :
7z=5+21, w=4-1€C olmak iizere zw degeri asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(+) - 22+3i
(+) - 20-2i
() - 22-3i
() - 20+2i
(-0

Cevap-6 :

22+3i1

Soru-7:
z=5+21 kompleks sayisinin |z| mutlak degeri asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(4)-3
(4)-2

V29
()-7
(¢)-23
Cevap-7 :

V29

Soru-8 :

3 _ . o TT Al B4 9
Coteu=[2+304—1§3 +5i]vev =[3 — 4i,5i,4 — 2i] vektorlerinin u-v i¢ ¢carpimu sagidakilerden

hangisidir?

(Coktan Se¢meli)
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(*) - -9+23i

() - -9-19i
() - 9+19i
() - 9-19i

(*) - Tanuml degildir.
Cevap-8 :

-9+23i

Soru-9 :

2 — . .
Cdeu=[1+4712-6] yoisr icin (3+i)u degeri asagidakilerden hangisidir?qq

(Coktan Se¢meli)

(+) - [4+2i,1-6i]

(+) - [-4+22i, 12-16i]
(+) - [21+4i,16-12i]
() - [-4,61]

() - [21i,12-16i]
Cevap-9 :

[-4+22i, 12-16i]
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9. MATRISLER

9.1. Matrisler

Dikdortgen bir dizi olusturacak sekilde diizenlenmis

ay ap ... 4,
ay ayy " a,
A= 21 22 2n

a a

ml m2 mn

formundaki bir nesneler kiimesine matris denir.

Bu derste matris i¢ine konulan nesneleri sadece reel sayilar yada kompleks sayilar olarak diistinecegiz.
Yukaridaki gibi dizilmis bir A matrisinin yatay olarak ayni hizada yer alan sayilarin olusturdugu

(@11,a125---,ay,), (Gy1,G0,. .., [ (TR | CE ey, 19%)

™M tane vektoriine 4 matrisinin satirlari yada satir vektorleri, dikey olarak aym hizada yer alan sayilarin
olusturdugu

ap ap ap,
as) an ayy,
a a a

ml m2 mn

M tane vektoriine 4 matrisinin siitunlari yada siitun vektorleri denir. A matrisin i/ elemanlarina matrisin /-
girisi yada girdisi denir. Burada %/ girdisindeki L girdinin hangi satirda bulundugunu, J ise hangi siitunda
bulundugunu gésterir. Ornegin, 421 girdisi matrisin 2. satir 1. siitununda bulunur. A matrisi, basit kullanim

acisindan A = [ai] formunda da gosterilir.

Bir matrisin tiim girdileri reel sayilardan olusuyorsa o matrise reel matris, tiim girdileri kompleks sayilardan
olusuyorsa o matrise kompleks matris denir.

Bir matris ' satir ve 7 siitundan olusuyorsa o matrise “m ¢arp1 n” lik matris denir ™ X T seklinde yazilir.

Matrisin satir ve siitun sayilarinin ¢arpimi " e matrisin boyutu denir.

A ve B iki matris olmak iizere bu matrislerin satir ve siitun sayilari esit ve bu satir ve siitunlarda birbirlerine

karsilik gelen girdileri esit ise bu iki matrise esit matrisler denir ve A =B geklinde gosterilir.

Bir matris sadece bir satirdan olusuyorsa o matrise satir matris denir. Bir matris sadece bir siitundan
olusuyorsa o matrise siitun matris denir.

ger bir matrisin tim girdileri sifirsa o matrise sifir matris denir ve v ile gosterilir.
Eger bir matrisin tiim girdileri sifirsa o matrise sifir matris denir ve O ile gdsteril

Ornek:
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2 3 5
A=
1. [1 6 1/ 2] matrisinin 2 satr, 3 siitunu vardir, yani ™ = 2, = 3 oldugundan 4 matrisi 2 % 3

bir matristir. 4 matrisinin satirlari,
(2, —3,5) ye (1,6,1/2)

dir. Siitunlari ise
211—3 5
[1” 6 ] [1/2]
dir. A matrisinin tiim girdileri 2,-3,5, 1,6,1/2 reel sayilardan olustugundan A matrisi bir reel matristir.

0 0 0 0

- [0 0 0 0}
2. matrisi 2 X 4 sifir matristir. Clinkd tiim girdileri sifirdir.

[x—y ZZ—t]z[l 4 ]
3.x+y z—t 3 —2ljge X,¥,4,t sayilarini bulunuz.

Iki matrisin esitliginden birbirlerine karsilik gelen girdiler esit olmalidir, yani

x—y=1, x+y=3, 2z —t =4, Z—t=-=2
olmalidir. Buradan ¥ = 2,Y = 1,2 = 6,t = 8 pylunur.
9.2. Matrislerde Toplam ve Skalerle Carpim Islemleri

A=lailyeB=1[b ff'], satir ve siitun sayis1 ayni olan iki matris olsun, ™ X 7 diyelim.

A ve B matrislerinin toplamu, birbirlerine karsilik gelen girdilerinin toplami ile olusan bir matristir ve A+B
ile gosterilir, yani

ay,+by ap+by ... a,+b,
A+B= | % +by ap+by ... ay,+by,
a, + b ml G2t b m2 - Oyt bnm

dir. Goriildiigi gibi A+B toplam matrisi de 7 X ™ matristir. Farkli boyutlardaki matrisleriin toplami taniml
degildir.
A = [ai] matrisinin bir ¥ skaleri ile carpimi, matrisin tiim girdilerinin K ile carpimindan olusan matristir ve

kA jle gosterilir, yani

ka,, kay, ... ka,,
M _ kﬂzl kazz - kazh.
ka ka ka

ml m2 mn

dir. Goriildiigii gibi K4 skalerle carpim matrisi de ™ X ™ matristir.

Matrislerin toplam ve skalerle carpim islemlerinden yararlanarak, bir matrisin negatifi ve iki matrisin fark
islemlerini de tanimlayabiliriz: Bir A matrisinin negatifi,
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—A=(—-1)A
seklinde tanmimlanir. Iki A ve B matrisinin farki ise
A—B=A+(-B)
seklinde tanimlanir.

2 =3 5]
. A = B =
Ornek: [1 6 1/21ye [ 1 3 2] matrisleri i¢in

2 -3 571 .[-2 4 3] _[2+(=2) (=3)+4 5+3
A+B—[1 6 1/2]+ 1 3 2]—[ 1+1 6+ 3 1/2+2]
01 8
=12 9 5/2

2A=2E 23 1?2]= %% 2(223) 2.(21'?2)] [4 76 10]

5

3A—25’=3E —63 1/2]+( 2)[ 12 4 3] [10 —17 9 ]

12 —5/2

bulunur.

Ozellikler: 4, B, C herhangi ti¢ M XM matris, kK herhangi iki skaler olmak iizere
1L.(A+B)+C=A+(B+0)

2 A+0=0+4=4

3 A+ (-A)=(-4A)+A=0

4 A+B=B+A

5 k(A+B)=kA+ kB

6. (k+k)A=kA+Kk'A

7. (kkYA = k(K A)

g 1A=A4

esitlikleri dogrudur. 2. ve 3. esitlikteki 0, sifir matrisi gostermektedir. 1. esitlikten herhangi ™ tane matrisin
toplami1

A+ A+ ..+ A,

matrisi i¢in paranteze gerek olmadigini ve 4. esitlikten de toplamin sirasinin 6nemli olmadigint anltyoruz. 6.
ve 8. esitliklerden ise

A+ A=2A4, A+A+A=3A,

oldugunu anliyoruz.
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9.3.Matrislerin Carpimi

Iki matrisin ¢carpimi skalerlerin ¢arpimi yada vektdrlerin ¢arpimindan daha karmasik bir islemdir. ilk olarak
¢arpim igleminin tanimli olmasi i¢in ilk ¢arpanin siitun sayist ile ikinci ¢arpanin satir sayisinin esit olmasi
gerekir. Ilk olarak 6zel bir durumla baslayalim:

A = [ai] nir satir matris ve B = [25] bir siitun matris olsunlar ve ayni sayida girdiye sahip olsunlar. AB
carpimi, A ve B matrislerin karsilik gelen girdilerinin ¢arpimlarinin toplami seklinde elde edilen bir

skalerdir, yani 1 X 1 matristir, yani
AB = [a,a,,..., a, 2| =aby +ayby, +--- +a,b,

Eger A ve B farkli sayida girdiye sahip olsaydi AB carpimi taniml1 olmazdi.
4
1 -2 4|I1] =144+ (—2)1+49=38
Ornek: 9
Simdi matris ¢arpimini tanimlayalim:
A = [aik] ve B = [bk; ], A nin siitun sayist ile B nin satir sayisinin esit oldugu iki matris olsun, yani A

M XD matris, B ise P X ™ matris olsun. Bu durumda 4B carpim matrisi bir ™ X ™ matristir ve U girdisi, 4

nin b satir ile B nin /- siitununun carpimi seklinde tanimlanir, yani

all .. al‘r) bll .. blj .o bl” ('II ... c.l"
a; e a,-p . . . — . C"j
Ay - App bpl bpj R h;m Cot <+« Cym

seklindedir. Burada

¢ij = apbyj+ apby + - -- +a;by,;
dir.

Uyart: 4 nin siitun sayisi ile B nin satir sayisiin esit olmadigi durumda, yani 4, ™ X P matris, B, 4 X 1t
matris ve P # 4 ise AB carpimi tanimli degildir.

Ornek:

1. A= [_12 é] VeB B [EZ g 3] iki matris olsun.

A bir 2X2 matris, B ise bir 2 X 3 matristir. 4 nm siitun sayist ile B nin satir sayis1 esit oldugundan AB

carpimi tanimlidir ve 2 X 3 matristir. AB carpim matrisinin ilk satirin1 elde etmek i¢in A nin ilk satin, yani
[5°) ) 2]
[1 2] jle B nin her slitununu, yani 1 312 yi sirastyla ¢arpalim:
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B = [1.( —2)+21 14+23 1.3+ 2.2] _ [O 10 7]

AB carpim matrisinin ikinci satirini elde etmek i¢in A nin ikinci satir, yani [2 3] ile B nin her slitununu,

yani [ 1 ]’ [;}]' [2] yi sirastyla ¢arpalim:

bulunur.

1 2
A= B =
2. [_2 3] ve [_2 5] matrisleri i¢in matrislerini bulunuz.

Ave B, 2 X2 matris, yani A nin siitun sayist ile B nin satir sayist esit oldugundan AB carpimi tanimlidir ve

2 X 2 matristir.
aB=[2, 3|2 §]=[(522)Ei(312—)2) (—1'22).21'53 s)= 1o 11

bulunur. Benzer sekilde, B nin siitun sayisi ile 4 nin satir sayisi esit oldugundan B4 ¢arpimi tanimhidir ve

2 X 2 matristir.

Ba=[2, &[4 3]4(—2%211%(—35()—2) (—2"22).—51353] et

bulunur.

Bu 6rnekten de anlasilacag gibi, iki matrisin ¢arpiminda siranin 6nemi vardir, yani matris ¢carpimlarinda

AB = BA her zaman dogru degildir.

Ozellikler: 4, B, € toplam ve ¢arpimlarinin tanimli oldugu herhangi ii¢ matris, K ise herhangi bir skaler
olmak iizere

1. (AB)C = A(BC)

2 A(B+C)=AB + AC

3 (B+C)A=BA+CA

4. k(AB) = (kA)B = A(kB)

dir.

Son esitlikten 0A=0yeB0=0 oldugu gortiliir.

9.4. Bir Matrisin Transpozesi

Bir 4 matrisinin transpozesi, A nin siitunlarinin satir olarak yazilmastyla elde edilir ve A% jle gosterilir, yani

A= AT=

[@i] pir M X 1 matris ise 4 nin transpozesi [@jil pir 1 X M matristir.
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A_[l 2] B_[—Z 4 3
Ornek: —2 31 1 3 2lyeC=[1 —2 4] magislerinin transpozeleri, sirastyla

21 1
o -2 BT=l4 3] CT:l_Zl
T

A—[z 3], 3 2 4

2

dir.

Dikkat ediniz ki bir satir matrisin transpozesi slitun matris, bir slitun matrisin tanspozesi satir matristir.

Ozellikler: 4 ve B toplam ve ¢arpimlarinin tanimli oldugu herhangi iki matris, K ise herhangi bir skaler
olmak tizere

1.(A+B)" =A" + BT
2. (AN =4

3 (kAT = kAT

4. (AB)T = BTAT

Son esitlikte dikkat edilmelidir ki iki matrisin ¢arpiminin transpozesi, matrislerin transpozelerinin sirasi
degistirilerek ¢arpimidir.

9.5. Kare Matrisler

Satir ve siitun sayis1 esit olan matrislere kare matris denir. Bir 7 * ™ kare matrisine derecesi " matris yada !
kare matris denir.

Yukarida goridiigiimiiz gibi herhang iki matrisin toplam1 ve ¢arpimi her zaman tanimli degildir. Fakat,
dereceleri ayni olan, 6rnegin ™ X ™ iki kare matrisin toplami, carpimi her zaman tanimlidir ve 7 X 7t

matristir. Ayrica skalerle ¢arpimi ve transpozesi de ™ * " matristir.
A= [ay] pirn X1 kare matris olsun. 4 nin ayni alt indisli girdilerine, yani

11, A22,40nn

girdilerine A nin diyagonali yada esas diyagonali denir. A nin diyagonal elemanlarinin toplamina A nin izi

denir ve 1Z(4) ile gosterilir, yani

iz(A) = a1+ azz + ..+ anm

dir.

Ozellikler: 4 V¢ B iki "_kare matris, ¥ ise herhangi bir skaler olmak tizere,
1.iz(A+ B) =1iz(A) + iz(B)

7 1z(kA) =k iz(A)
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3 1z(AT) = iz(A)

4 iz(AB) = iz(BA)
dir.

-1 2 3 0 1 -1
A= l 4 4 4] B = lz 0 1
Ornek: 0 6 Slye

0 3 =2
Benzer sekilde
-1 2 3 01 -1 -1 3 2
A+B:I4 4 4({+12 0 1]:[6 45]
0 6 5 0 3 =2 0 9 3

0 65 12 10
—1 4 0
AT—IZ 4 6]
3 45
~1 2310 1 -17 [4 8 -3
AB:444201=816—8]
0 6 5llo 3 —21 l12 15 —4
0 1 —1j—-1 2 3] [4 -2 -1
BA=12 0 1|4 4 4/=|-2 10 11]
0 3 —2llo 6 5/ l12 o 2

matrisleri de 3-kare matrislerdir.

A 1 diyagonali={ =1 4 5} ve A nin izi i4(A) =—1+ 4+ 5=38

B nin diyagonali={0, 0, — 2} ve B ninizi i2(B) = 0+ 0 + (—2) = -2

dir. Ayrica

iZ(A+B)=—1+4+3=6= iz(A)+ iz(B)

i2(24) = —2+8+ 10 = 16 = 2iz(4)

iz(AB) = 4+ 16 + (—4) = 16 = iz(BA) Burada dikkat edilirse, AB # BA glmasina ragmen izleri esittir.
iz(AT)=—=1+4+5=8=iz(A)

Bir n-kare matrisin diyagonal girdileri 1 ve diger tiim girdileri O ise bu matrise birim matris denir ve ~ ya da

ile gosterilir.
Herhangi bir ™ X ™ matris B i¢in

| L

L
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dir.

Ornek: , 3. dereceden bir birim matristir.

A bir M-kare matris olmak iizere 4 nin kuvvetleri asagidaki gibi tanimlanir:

Ayrica #- , A nin girdileri ile ayn1 tiirden skalerler olmak tizere (reel yada kompleks), herhangi n.
dereceden bir

polinomu i¢in = asagidaki gibi tanimlanir:

L

dir. Burada birim matristir. Eger #= ise 4 ya @ | polinomunun sifir1 yada kokii denir.
. I

Ornek: ve & olmak iizere =~ | y1 bulunuz.

L

oldugu icin ilk olarak “- yi bulalim:

Simdi - yi . da yerine koyalim.

bulunur.

9.6. Terslenebilir Matrisler

Bir  kare matrisi i¢in

olacak sekilde bir matrisi varsa ya terslenebilir matris denir. Boyle bir  matrisi tektir ve ye nin

tersi denir ve = | ile gosterilir.

L L
Ornek: ve olmak tzere
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oldugundan Ave terslenebilir matrislerdir ve - ve dir.

Ozellik: 4 ve terslenebilir iki matris ise A8 de terslenebilirdir ve

L

dir.
Genellestirecek olursak, =

L

= A matrisin tersi

herhangi bir 2 X 2 bir matris ve o=

L

terslenebilir matrisler ise ¢arpimlar da terslenebilirdir ve

ile gosterelim. = | sayilarini soyle buluruz:

L

Sonug olarak,

olsun. Bu durumda 4 terslenebilirdir, tersini

L.

dir.

Eger l# ise terslenebilir degildir.

. .

Ornek: matrisinin terslenebilir olup olmadigini inceleyeniz. Terslenebilir ise tersini bulunuz.
oA oldugundan 4 terslenebilirdir. Simdi 4 nin tersi

o | bulalim.

L

bulunur.
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9.7. Bazi Ozel Kare Matrisler

Diyagonal ve Ucgensel Matris: Bir - " _kare matrisinin diyagonali disindaki tiim girdileri sifir ise

matrisine diyagonal matris denir ve

W

seklinde de gosterilir.

Ornek: matrisi diyagonal matristir, ¢linkii diyagonal girdileri disinda tiim girdiler sifirdir. Bu

matrisi 4iag(4, — 2,1) seklinde de gdsterebiliriz.

matrisi diyagonaldir ve - seklinde de gosterilebilir.

Bir 4 = [2i/] n_kare matrisinin diyagonalinin altindaki tiim girdileri sifir ise A matrisine iicgensel matris
denir. 2., 3., ve 4. Dereceden iiggensel matris formlar1 asagidaki gibidir:

l#.A picture containing diagram Description automatically generated

Burada sifir olan girdiler yazilmamais, bos birakilmistir.
Ozellikler: 4 = [ij] ve B = [Dij] ik n-kare ticgensel matris, K bir skaler olsun.

1. ve AB matrisleri de iicgenseldir ve diyagonalleri sirasiyla,

L

formundadir.

2. Herhangi bir = polinomu i¢in “= | matrisi de liggenseldir ve diyagonali

L

formundadir.

3. 4 nim terslenebilir olmasi ancak ve ancak her diyagonal elemani =~ sifirdan farkli olmasi ile
miimkiindiir ve tersi de liggenseldir.

Bazi Ozel Reel Kare Matrisler

A reel bir kare matris olsun, yani tiim girdileri reel sayilardan olussun. Bu tiir matrisler ile transpozeleri
arasindaki iliskilerden baz1 6zel ilging matris tiirleri ortaya ¢ikmaktadir.

a) Simetrik ve Ters Simetrik Matris: Eger ‘== ise 4 ya simetrik matris denir. Baska bir deyisle, eger

A=

] ise Qij | matrisine simetrik matris denir.
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Eger o ise A ya ters-simetrik matris denir. Bagka bir deyisle, eger “# ise 4 = [24] matrisine
ters-simetrik matris denir. Boyle bir matrisin diyagonal girdileri = olacagindan sifir olacaktir.
I L
Ornek: matrisi simetriktir. Ciinkii,
dir.
L. L.

matrisi ters-simetriktir. Ciinkii,

dir.

b) Ortogonal Matris: Eger |+ ise 4 ya ortogonal matris denir. Bagka bir deyisle, ‘=

ise 4 ya ortogonal matris denir. Tanimdan anlagilacagi gibi, A ortogonal ise terslenebilirdir.

Ornek: matrisi ortogonaldir. Ciinkii,

Ve

dir.

¢) Normal Matris: Eger =~ ise 4 ya normal matris denir.

Tanimlarindan kolayca cikarilacag: gibi her simetrik, ters-simetrik yada ortogonal matris normal matristir.

L
Ornek: matrisi normal matristir. Ciinki,
- 6 3]6 -3 45 0
e T g — _
VeA A - [_3 6] [3 6 ] - [O 45] Oldugundan
L2 dir.

9.8.Kompleks Matrisler

A kompleks bir matris olsun, yani girdileri kompleks sayilardan olugsun. Hatirlayalim ki bir &

kompleks sayisinin eslenigi ‘- dir. Benzer sekilde bir 4 kompleks matrisinin eslenigi  matrisi de
tanimlanabilir:
Bir &= kompleks matrisinin eslenigi  matrisi, A i her girdisinin eslenigi alinarak olusan matristir,

yani 4 = [@i] gir.
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Kompleks bir matrisin esleniginin transpozesi, matrisin transpozesinin eslenigidir, yani

e dir. Elde edilen bu matrise 4 kompleks matrisinin eslenik transpozesi denir ve = ile gosterilir,
yani

L.

dir. Dikkat ediniz ki 4 reel bir matris ise 1#- dir.

X3 -':.-

Ornek: matrisi kompleks matristir. Cilinkii girdileri kompleks sayilardan

olusmustur. Bu matrisin eslenik transpozesini bulalim:

dir.
Baz1 Ozel Kompleks Matrisler
A bir kompleks kare matris olsun. Bu tiir matrislerin, transpozeleri arasindaki iliskilerden yukarida

gordiiglimiiz bazi 6zel reel kare matrislere benzer sekilde tanimlanan baz1 6zel kompleks matris tiirleri ortaya
cikmaktadir.

a) Hermit ve Ters-Hermit Matris: Eger |+ ise A ya Hermit matris denir. Baska bir deyisle, eger
e ise 4 = 4] matrisine Hermit matris denir.
Eger L= ise A ya ters-Hermit matris denir. Bagka bir deyisle, eger = ise 4 = [ij] matrisine

ters-Hermit matris denir. Boyle bir matrisin diyagonal girdileri sifir olacaktir.

b) Uniter Matris: Eger #- ise 4 ya Uniter matris denir. Bagka bir deyisle, #= ise A ya

tiniter matris denir. Tanimdan anlasilacag: gibi, A {initer ise terslenebilirdir.

¢) Normal Matris: Eger =~ ise A ya normal matris denir.

Ornek:
matrislerini inceleyelim.

Her ii¢ matris de kompleks say1 girdilere sahip oldugundan birer kompleks matrislerdir.

oldugundan A Hermit matristir.
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Benzer sekilde,

oldugundan B \initer bir matristir.

. T . . . .
c”c=(E)TC=([2:l-31 1_121-]) [2+i31 1-&21’]=[2+131 1:121][“131' 1+12i]

[ 14 4—4i]
=la+4i 6

veE

L

[ 14 4—4i]
=la+4i 6

oldugundan normal bir matristir.

9.9. Cozumlii Sorular

I’.IJ
1) esitligini saglayan X,Y,Z:t sayilarmi bulunuz.

Matrislerin toplam ve skalerle ¢arpim iglemlerinden
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L.

elde edilir. ki matrisin esitliginden

L
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden - bulunur.
. L
L.
2) ve matrisleri igin 4B matrisini bulunuz.

A , #a [ bir matris ve , < | bir matristir. A nin siitun sayisi ile B nin satir sayis1 ayni oldugundan AB

carpimi tanimhidir ve < bir matristir.

L

3) matrisi ve # polinomu i¢in “*= | y1 bulunuz.

olacagindan ilk 6nce #- i hesaplayalim.

s oldugundan #- yi bulalim:

ve buradan

bulunur. = | da yerine koyarsak

4) Asagidaki lw. | matrislerin terslenebilir olup olmadigini inceleyiniz.

L
Bir 2 X 2 matrisi ign ise 4 terslenebilirdir,
e "
a) terslenebilir degildir, ¢linkii =
- .
b) terslenebilirdir, ¢linkii #-
- .
C) terslenebilirdir, ¢linkii -
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L.
d) terslenebilir degildir, clinkii #-
L.
e) terslenebilirdir, ¢linkii #-
L.
5) matrisinin simetrik olmasi i¢in ~ ka¢ olmalidir?
Bir A matrisinin simetrik olmas1 i¢in = olmalidir, yani
L
olmalidir. Iki matrisin esitliginden, # yani # | elde edilir.

Boliim Ozeti

Bu boliimde matris konusu ele alinmistir. Matrislerin toplam, skalerle ¢arpim ve ¢arpim islemleri
tanimlanmis ve bu islemlerin 6zellikleri verilmistir. Herhangi iki matris lizerinde ¢arpim isleminin her zaman
taniml1 olmadigina dikkat ¢elikmis, 6rneklerle gdsterilmistir. Daha sonra bir matrisin transpozesi tanimi
verilmistir. Bir matrisin terslenebilir olmasi ve tersinin nasil bulunacagi konusu ele alinmigtir. Bir 2x2
matrisin tersinin nasil bulunacagina dair tanim disinda bagka bir yontem gosterilmistir.

Ayrica, kare matrislere gecilerek kare matrisler igin 6zel durumlar incelenmistir. Késegen matris ve
diyagonal matrisler verilmis ve bunlarin 6zellikleri incelenmistir. Girdileri reel sayilardan olusan reel kare
matrislerden 6nemli birkag 6zel matris tipi gosterilmistir. Bunlar; ortogonal, simetrik ve ters-simetrik
matrislerdir. Bu matrislerin hangi 6zellikleri sagladigi gosterilmis ve birbirleriyle iliskileri verilmistir. Daha
sonra girdileri kompleks sayilardan olusan kompleks kare matrisler incelenmistir. Kompleks matrislerin
esleniginin nasil bulundugu ve eslenigi ile transpozesinin arasinda iliskinin nasil oldugu incelenmistir. Reel
kare matrislerde oldugu gibi kompleks kare matrislerden dnemli birkag 6zel matris tipi gosterilmistir. Bunlar;
Hermit, ters-Hermit ve iiniter matrislerdir. Bu matrislerin hangi 6zellikleri sagladig1 gosterilmis ve
birbirleriyle iligkileri verilmistir.

Kaynake¢a
1. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Discrete Mathematics, 3rd edition, 2007

2. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Linear Algebra, 6th edition, 2018

Unite Sorular:

Soru-1 :

3

X _}’]:[x 6]_[ + x+}']
z t -1 2t zZ+t 3 esitligini saglayan x,y,z,t sayilar1 i¢in x+y+z+t sayisi
asagidakilerden hangisidir?qq

(Coktan Se¢meli)

(*)-7
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()-8
(9)-9
(+)- 10

(4)-11
Cevap-1:

10

Soru-2:
(mxn), bir m>n matrisi gostersin. Asagidaki matris ¢carpimlarindan hangisi tanimlidir?

(Coktan Se¢meli)

(9) - (2x3)(3x2)
() - (1X2)(3x1)
() - (2x3)(2:3)
() - (4x4)(3:3)

() - (5x2)(3x1)

Cevap-2 :
(2x3)(3%2)
Soru-3 :
B} 2 -1 3 6
a=[, % _'}3]x'eﬂ={—2 2 4 D]
1 0 0 5

matrisleri i¢in AB matrisi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(¢) - Taniml degildir.

Cevap-3:
Soru-4 :
B} 2 -1 3 6
A=y % Clves=|-2 2 4 ::r]
1 0 0 51 matrisleri icin AB matrisi agagidakilerden hangisidir?qq
(Coktan Se¢meli)
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() - E —?4 —18 —11]

[—1 7 19 31
()-L1 -4 -8 —15

PR

1 =7 9 31
1 -4 -8 5

(*) -
d)
o- 0l
(¢) - Tanuml degildir.
Cevap-4 :

[—1 7 19 31
1 -4 -8 —15

Ders : Programcilar Igin Matematik - eKitap

Soru-5 :

_[1 2 &6
4= [—3 —4 —3]
(Coktan Sec¢meli)

1 2
[ 2 6 ]
(*) - -4 =3
[ 1 2 & ]
(+) - -3 —4 -3
1 —3
=
() - 6 =3
1 6 2]
(*) - 13 4 5l

(¢) - Tanuml degildir.

Cevap-5:

1 -3
2 _ ]
6 -3

matrisinin transpozesi asagidakilerden hangisidir?qq

Soru-6 :

about:blank
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1 2 3
[—1 -2 —3]
2 4 6 1 matrisinin izi asagidakilerden hangisidir?qq

(Coktan Se¢meli)

(*)-5

()--1

(*)-6

(-4

(*)-3

Cevap-6 :

5

Soru-7 :
2 3 - 3

4= trisi v =2x"—3 5
[4 —1] matrisi ve p(x) % *F polinomu i¢in p(A) asagidakilerden hangisidir?qq

(Coktan Segmeli)

[1 08 81
(+)- 187 6
87 6
() - [1{}8 81
(*) - [1ED?B 861]
[ (3] 81
(*) - 108 87
(*) - [18018 Eﬁ?]
Cevap-7 :
[180?8 861]
Soru-8 :

Asagidaki matrislerden hangisi terslenebilir degildir?

(Coktan Se¢meli)
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2 6 ]
(-3 77

[5 E]
(*) - 13 2

-1

OR

-2 6 ]
(-3 77

1 U]

o1
(*) -
Cevap-8 :
5 S

3 -9
Soru-9 :
_ [ 4 x+2
2x —3 x+ 11 matrisinin simetrik olmast i¢in x kag olmalidir?qq

(Coktan Se¢meli)
(-)-4
(*)-5
(0)-6
()-7
(9)-0
Cevap-9 :
5
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10. LINEER DENKLEM SISTEMLERI

10.1. Lineer Denklemler ve Coziimleri

. bilinmeyenler ve #- reel yada kompleks sabitler olmak iizere

Lo (10.1)

formundaki denklemlere lineer denklemler denir. Lineer denklemlerin bu formdaki gosterilisine standart

form denir.  sabitlerine  bilinmeyenlerinin katsayilari, sabitine ise denklemin sabit terimi denir.

. denklemini saglayan |- bilinmeyenlerinin degerlerinin olusturdugu
bir sirali denklemin bir ¢éziimiidiir, yani eger |- degerleri (10.1) denkleminde

yerine konuldugunda ye esit oluyorsa, bu degerlerin olusturdugu sirali

13

denklemin bir ¢éztimiidiir. Bu durumda denklemi saglar” denir.

Ornek: #- denklemi = | bilinmeyenli bir lineer denklemdir. in katsayis1 1, nin katsayisi

-3 ve Z nin katsayisi 2 dir. Denklemin sabit terimi 6 dir.

Ce ve #u | degerleri denklemde yerine konuldugunda,
x—3y+2z=5—-31+22=6

oldugundan 4 = (5,1.2), L2 denkleminin bir ¢oziimiidiir. Diger taraftan ‘- ,
denklemin bir ¢oziimii degildir, ¢iinkii

L
dir.

Tiim katsayilar sifir olan bir lineer denkleme, yani

L.

formundaki lineer denkleme dejenere denklem denir. Dejenere denklemlerin ¢oziimiiniin olup olmamasi
sadece  sabit terimine baghdir. Eger =+ | ise denklemin ¢6ziimii yoktur. = | ise herhangi bir

. siralis1 denklem i¢in bir ¢oziimdiir.

10.2. Lineer Denklem Sistemleri

Ayni bilinmeyenlerden olusan ki veya daha fazla lineer denklemin olusturdugu sisteme lineer denklem

sistemi denir. tane bilinmeyeni, #- diyelim, olan  tane lineer denklemin, '« diyelim,
olusturdugu bir lineer denklem sistemi

about:blank 145/199



6.02.2023 00:26 Ders : Programcilar Igin Matematik - eKitap

l#.A picture containing text, antenna
Description automatically generated

(10.2)

formundadir. Lineer denklem sistemlerinin bu formda gosterilisine standart form denir. Burada < ve  ler

sabitlerdir. < sayisina, Li denkleminde bilinmeyeninin katsayisi,  sayisina ise Li denkleminin sabit

terimi denir. (10.2) lineer denklem sistemi = ' sistem seklinde okunur.

Eger = |ise, yani denklem sayis1 ile bilinmeyen sayis1  esit ise, bu denklem sistemine kare sistem
denir.

Eger (10.2) lineer denklem sisteminin tiim sabit terimleri '« sifirsa, yani & ise

bu denklem sistemine homojen lineer denklem sistemi denir. Sifirdan farkli en az bir sabit terimi olan lineer
denklem sistemlerine ise homojen olmayan lineer denklem sistemi denir.

(10.2) lineer denklem sistemlerinin tiimiinii saglayan - bilinmeyenlerinin degerlerinin olusturdugu

siralisina sistemin bir ¢6ziimii denir. Lineer denklem sisteminin tiim ¢&ziimlerinin kiimesine de sistemin
¢oziim kiimesi yada genel ¢oziimii denir.

Bu derste, aksi belirtilmedigi siirece bir lineer denklem sisteminin tiim katsayilar1 ve sabit terimleri reel
sayilar olarak alinacaktir.

Ornek:

lineer denklem sisteminde 3 denklem 4 bilinmeyen oldugu i¢in bu denklem sistemi bir = ' sistemdir.

L

lineer denklem sisteminin bir ¢éziimiidiir. Gergekten de, nun degerlerini lineer denklem sisteminde yerine
koydugumuzda

tiim lineer denklemleri sagladigin1 goriiriiriiz.

L

ise lineer denklem sisteminin bir ¢oziimii degildir. Ciinkii, denklem sistemindeki birinci ve tigiincii
denklemleri saglarken, ikinci denklemi saglamaz, yani ikinci denklem i¢in bir ¢oziim degildir, ger¢cekten de

L
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dir.

Eger (10.2) lineer denklem sistemi bir veya daha fazla ¢ziime sahipse bu sisteme tutarli denir. Eger sistemin
hi¢ ¢6ziimii yoksa bu sisteme tutarsiz denir.

Herhangi bir lineer denklem sistemi ya tek ¢6ziime sahiptir, ya ¢oziimii yoktur yada sonsuz ¢oziime sahiptir.

Bundan sonraki amacimiz lineer denklem sistemlerinin ¢oziimlerini arastirmak olacaktir.

[lk olarak, bir lineer denklem sisteminde bir dejenere denklem varsa, bu dejenere denklemin sabit terimi

olsun, eger = | ise sistemin ¢oziimii yoktur. = | ise sistemden bu dejenere denklemi ¢ikarmak sistemin
¢Oziim kiimesini degistirmez.

10.3. Genisletilmis Katsayilar ve Katsayilar Matrisi

m denklem ve n bilinmeyenli (10.2) lineer denklem sistemini diislinelim. Bu sistem ile ilgili iki matris vardir:
Birincisi sistemin katsayilarindan ve sabit terimlerinden olusan genisletilmis katsayilar matrisidir ve

|+ Table Description automatically
generated

formundadir.

Ikincisi ise sadece sistemin katsayilarindan olusan katsayilar matrisidir ve

L+ Table Description automatically
generated

formundadir.

Ornek:

lineer denklem sisteminin genisletilmis katsayilar matrisi

ve katsayilar matrisi
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diir.
Aciktir ki, bir lineer denklem sistemi genisletilmis katsayilar matrisi araciligiyla tamamen tanimlanabilir.
Gergekten de, genisletilmis katsayilar matrisinin her satir1 bir lineer denkleme karsilik gelir ve son siitun

disindaki her siitun bilinmeyenlerin katsayilarina karsilik gelirken, son siitun denklem sisteminin sabit
terimlerine karsilik gelmektedir.

10.4. Lineer Denklem Sistemlerinin Matrisler Yardimiyla Gosterilisi

denklemli bilinmeyenli bir

l#.A picture containing text, antenna
Description automatically generated

(10.2)
lineer denklem sistemi
l#.Table Description automatically generated
yada
L
formundaki bir matris denklemine denktir. Burada “# katsayilar matrisi, “#= , bilinmeyenlerin
stitun vektord, & ise sabit terimlerin siitun vektoridur.

Bir lineer denklem sisteminin bir matris denklemine denk olmasi, ¢6ziim kiimelerinin ayni olmast
anlamindadir.

Ornek:

lineer denklem sistemi ile

11 4 3% [5
A B
1 2 -5 4llxil 13
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matris denklemi denktir.
Lineer denklem sistemlerinin matris denklemi seklinde gosterilisini, lineer denklem sistemlerinin ¢oziimiinii
bulmak i¢in kullanilan Gauss Eliminasyon Ydnteminde kullanacagiz. Bu yontemde lineer denklem
sisteminin kendisi yerine genisletilmis katsayilar matrisi ile ¢aligilir. Genisletilmis katsayilar matrisi tizerinde

elementer islemler diyecegimiz bazi islemler uygulanarak eselon matris diyecegimiz matris formlar1 elde
edilir. Simdi bu kavramlar1 tantyalim:

10.5. Elementer Satir Islemleri ve Satir Esdeger Sistemler

Satirlari sirastyla b ile gosterilen bir = matrisi alalim. Bu matrisin = satirindaki sifirdan
farkli ilk girdisine “Oncii sifirdan farkli girdi” denir. Matrisin bir satir1 sadece sifir girdilerden olusuyorsa bu
satira da sifir satir dendigini hatirlayalim. Dolayisiyla sifir satirlarin 6ncii sifirdan farkl girdisi yoktur.

matrisi tizerinde asagidaki {i¢ islem tanimlansin.

[#-] Matristeki satirlardan ikisinin yerini degistirmek: “~ satirlarinin yer degistirmesi islemi

L

seklinde gosterilir.

[«-] Matristeki satirlardan birinin yerine o satirin sifirdan farkli bir skalerle ¢arpilmig formunu yazmak:

satirt yerine @~ | olmak iizere = ' satirin1 yazma islemi
L.
seklinde gosterilir.

[*-] Matristeki satirlardan birinin yerine bu satir ile sifirdan farkli bir skalerle ¢arpilmis bagka bir satirin

toplamin1 yazmak:  satir1 yerine < olmak iizere ¥ satirin1 yazma islemi

L
seklinde gosterilir.

Yukaridaki {i¢ isleme elementer satir islemleri denir.

ve iki matris olmak iizere, matrisi matrisine elementer satir islemleri uygulanarak elde ediliyorsa
ve matrislerine satir esdeger matrisler denir ve = | ile gosterilir.
Elementer islemler, ileride bir lineer denklem sisteminin ¢dzlimiinii bulmak i¢in kullanacagimiz Gauss
Eliminasyon Ydnteminde, lineer denklem sistemine denk olan ve ¢6ziimleri daha kolay elde edilen bir lineer

denklem sistemi bulmak icin kullanilacaktir. Bulunacak olan bu sistemler iiggensel yada eselon formda
denklem sistemleri olarak bilinir.

10.6. Eselon Matrisler

Bir matrisi asagidaki kosullar1 saglasin:

1. nin sifir satir1 varsa bu satirlar matrisin son satirlarinda yer alir.

2. Bir satirin 6ncii sifirdan farkl girdisi, 6nceki satirin 6ncii sifirdan farkl girdisinin saginda yer alir.
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Bu kosullar1 saglayan  matrisine eselon matris denir.
Eselon matrisin her satirindaki 6ncii sifirdan farkli girdilerine eselon matrisin pivotlart denir.

Ornek:

l#.A picture containing text
Description automatically generated

matrisini diistinelim.  matrisinin sifir satir1 vardir ve matrisin son satiridir. Birinci satirin 6ncii sifirdan

farkl girdisi dir, yani 2. stitundadir.

Ikinci satirm dncii sifirdan farkli girdisi tiir, yani 4. siitundadir ve bir 6nceki satir olan birinci satirin
oncti sifirdan farkl girdisi - nin saginda yer alir.

Ucgiincii satirin dncii sifirdan farkl girdisi = tir, yani 6. siitundadir ve bir dnceki satir olan ikinci satirin
oncii sifirdan farkl girdisi #= in saginda yer alir.

Dordiincii satirin 6ncii sifirdan farkl girdisi #= dir, yani 7. stitundadir ve bir 6nceki satir olan {igiincii
satirin oncii sifirdan farkl girdisi #« in saginda yer alir.

Goriildigii gibi  matrisi bir eselon matristir ve pivotlar: da '« dir. Pivotlar, matrisin ilizerinde ¢ember

icine alinarak gosterilmistir.

Bir eselon matrisin

1. Tim pivotlar1 1

2. Her pivot bulundugu siitunun sifirdan farkli tek girdisi
ise bu eselon matrise satir indirgenmis eselon matris denir.

Eselon matris ile satir indirgenmis eselon matris arasindaki esas farki eselon matriste pivotlarin altindaki
girdiler sifir olmalidir, satir indirgenmis eselon matriste ise tiim pivotlar 1 olmali ve pivotlarin hem altindaki
hem iistiindeki girdiler sifir olmalidir.

Ornek:

l#.A picture containing text Description automatically generated

matrislerini diisiinelim. Bu matrisler eselon formdadir. Gergekten de, sifirdan farkli satirlarindaki 6ncii
sifirdan farkli girdiler, bir 6nceki satirlarin 6ncii sifirdan farkli girdilerinin saginda yer alir. Bu matrislerin
pivot elemanlar1 da ¢ember icine alinarak gdsterilmistir. Bu eselon matrislerden birinci ve dordiincii
matrisler satir indirgenmis eselon matrisler degildir, ¢iinkii pivotlar1 1 den farklidir. ikinci matrisin pivotlar:

1 dir fakat pivotlarm bulundugu siitunlardaki sifirdan farkli tek girdi pivotlar degildir. Ornegin, -

pivotunun bulundugu siitunda, pivot disinda sifirdan farkli olan girdisi de vardir. Bu sebeple ikinci
matris de satir indirgenmis eselon matris degildir. Ugiincii matriste ise tiim pivotlar 1ve pivotlarin bulundugu
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siitunda pivotlar disinda sifirdan farkli basla bir girdi yoktur. Bu yiizden ii¢lincii matris satir indirgenmis
eselon matristir.

10.7. Gauss Eliminasyon Yontemi

Herhangi bir  matrisinin satir esdeger oldugu tek bir satir indirgenmis eselon matris vardir.  matrisinin
eselon formundaki pivotlarinin sayisina  matrisinin ranki denir ve = ile gosterilir.
Bir matrisin eselon formuna yada satir indirgenmis eselon formuna elementer satir islemleri kullanilarak elde

edilebilir. Bu elde etme yontemine Gauss Eliminasyon Y 6ntemi denir. Gauss Eliminasyon yontemini bir
algoritma ile agiklayabiliriz:

L herhangi bir matris olsun.

Algoritma-1 (fleri Eliminasyon): - matrisini, satir elementer islemler kullanilarak eselon formuna
doniistiirmek i¢in izlenen adimlar dizisidir.

Adim 1: Sifirdan farkl girdisi olan ilk siitunu bul. Eger bdyle bir siitun yoksa ¢ik, ¢iinkii
matrisi bir sifir matristir. Varsa, sifirdan farkli girdisi olan ilk siitun  stitun olsun.

a)  siitunda sifirdan farkli ilk girdi “+ ' olsun, yani “= olsun. Eger  siitunda sifirdan farkli ilk girdi
wa | degil ise, birinci satirt  Siitunun sifirdan farkl girdiye sahip olan bir satir ile yer degistir, yani =

elementer islemini uygulayarak “#= elde et.

b) oldugu i¢in < |1, altindaki tiim girdileri sifir yapmak i¢in birinci satirin pivotu olarak kullan,

yani ¥ icin
1. s i bul.

il. . satirn @ ile degistir, yani =~ satira ' | elementer satir islemini uygula.

Adim 2: Adim 1 i, elde edilen son alt matrisin ilk satir disindaki tiim satirlar1 i¢in uygula. Son alt matrisin

stfirdan farkli girdisi olan ilk siitunu  siitun olsun. Adim 2 nin sonunda “~

olsun.

Adim 3: Bu isleme, sadece sifir satira sahip alt matris elde edilinceye kadar devam et.

Son eselon matris formunda sifirdan farkli satir sayis1  olsun. Dolayisiyla bu ileri eliminasyon
algoritmasinin sonunda olmak iizere tane pivot vardir.

1.b)i. adimindaki

sayisina ¢arpan denir.

Algoritma-2 (Geri Eliminasyon) “~ pivot girdilerine sahip herhangi bir A« eselon
matrisini, satir elementer islemler kullanilarak, satir indirgenmis eselon formuna doniistiirmek icin izlenen
adimlar dizisidir.
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Adim 1:

a) Sifirdan farkli son satir ~ yi = ile carp, yani @« | elementer satir islemini uygula. Boylece =
pivotu olacak, yani “= yap.

b) pivotunu, pivot iistiindeki tiim girdileri sifir yapmak igin kullan, yani ‘- i¢cin
1. [l 1 bul.

il. . satir o ile degistir, yani = satira < | elementer satir islemini uygula.

Adim 2- Adim #=  : Adim 1 1 l# satirlari i¢in uygula.

Adim : [lk satir - j o ile ¢carp, yani [« elementer satir islemini uygula. Boylece “ | pivotu
olacak, yani “~ yap.

Ornek:

l#.A picture containing text,
clock, watch Description
automatically generated

matrisinin eselon ve satir indirgenmis eselon formunu bulunuz.

I1k olarak 1. satirin &ncii sifirdan farkli elemani - 1 pivot olarak diistinelim.  matrisinin eselon
formunda pivotun altindaki tiim girdiler sifir olacagindan ilk adim olarak == pivotunun altindaki

L2l ve s girdilerini elementer satir iglemleri kullanarak sifir yapalim:

Ikinci satir #- yerine | ile ligiincii satir = yerine # ile degisterelim, yani bu satirlara [

l#. | elementer satir islemini uygulayalim:
l#.A picture containing text,

clock, watch Description
automatically generated

elde edilir. Simdi bu son matris iizerinden devam edelim. 2. satirin 6ncii sifirdan farkli eleman1 - yi
pivot olarak diislinelim. Pivotun altindaki tiim girdiler sifir olacagindan benzer sekilde olarak «-

pivotunun altindaki girdisini elementer satir islemleri kullanarak sifir yapalim:

Ucgiincii satir = yerine - ile degistirelim, yani [« elementer satir islemini uygulayalim:

l#.A picture containing text, clock Description
automatically generated

elde edilir.

Son matrise baktigimizda eselon formda ulastig1 goriiliir. Dolayisiyla  matrisinin eselon formu
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l#.A picture containing text,
object, clock Description
automatically generated

matrisidir ve pivotlary - [ ve #a dir, yani - tiir.
Simdi bu eselon formundan devam ederek A matrisinin satir indirgenmis eselon formunu bulalim. Bunun i¢in
pivotlar1 1 yapmaliy1z ve pivotlarin bulundugu siitundaki pivot disinda tiim girdileri sifir yapmaliy1z. Uglincii

satirdan baslayalim. ilk olarak ‘- pivotunu 1 yapmak i¢in = yerine #= yazalim, yani [ #=
elementer satir islemini uygulayalim:

l+.A picture containing text,
clock Description
automatically generated

Simdi pivotunun iistiindeki #= ve e girdilerini sifir yapalim. Bunun i¢in

. yerine ile birinci satir = yerine ile degistirelim, yani bu satirlara [«
elementer satir iglemini uygulayalim:

l#.A picture containing text, clock Description
automatically generated

elde edilir. Ugiincii pivot igin istenenler elde edildigine gére simdi ikinci pivota gecelim. Ikinci pivot #=
yi 1 yapalim. Bunun i¢in yukarida son matriste = yerine #= yazalim, yani = | elementer satir
islemini uygulayalim:

l+.A picture containing text,
clock Description
automatically generated

Simdi pivotunun iistiindeki #- girdisini sifir yapalim. Bunun i¢in

birinci satir = yerine #= ile degistirelim, yani bu satirlara [« elementer satir islemini uygulayalim:

l#.A picture containing text, object, clock, watch
Description automatically generated

elde edilir. Bu son matrise baktigimizda tiim pivotlar 1 ve pivotlarin bulundugu siitunda pivot disinda basla
stfirdan farkli girdi yoktur. Dolayisiyla, bu matris satir indirgenmis eselon formdadir, yani A matrisinin satir
indirgenmis eselon formu

l#.A picture containing
text, object, clock,
black Description

antamaticallys

dur.
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10.8. Lineer Denklem Sistemlerinin Matris Coziimii

denklemli bilinmeyenli bir

l#.A picture containing text, antenna
Description automatically generated

(10.2)

lineer denklem sisteminin matris formu olan

|+ Table Description automatically generated

yada

denklemini diisiinelim. Hatirlayalim ki, burada = katsayilar matrisi, = , bilinmeyenlerin siitun

vektori, 1se sabit terimlerin siitun vektorudiir.

Lineer denklem sistemlerinin ¢6zlim yollarindan biri, denklemlerin kendileriyle ¢calismak yerine sistemin

genigletilmis katsayilar matrisi ile calismaktir.  matrisini Gauss Eliminasyon Y ontemi
yardimiyla eselon formuna indirgedigimizde, lineer denklem sisteminin bir ¢dziime sahip olup olmayacagini
ve ¢Oziimlerinin ne olacagini bulabiliriz.

1. genisletilmis katsayilar matrisine uyguladigimiz herhangi bir elementer satir islemi, lineer denklem
sistemine uygulanan isleme denktir.

2. Lineer denklem sisteminin ¢6zliimiiniin olmas1 ancak ve ancak  genisletilmis katsayilar matrisin eselon

formunda < | olmak {izere ' formunda bir satir olmamasi ile miimkiindiir.
3. Lineer denklem sisteminde '#- (bilinmeyen sayisi) ise denklem tek ¢oziime
sahiptir.

katsayilar matrisin eselon formunda her siitunda pivotlar olmak zorunda degildir. Eger eselon formda,
sistemin bilinmeyenlerinin katsayilarinin olusturdugu tiim siitunlarda pivot varsa, yani pivot sayist
bilinmeyen sayisina esit ise sistemin tek ¢oziimii vardir. Eger eselon formda sistemin pivota sahip olmayan
bilinmeyenlerinin katsayilarinin olusturdugu sifirdan farkli bir siitun var ise, yani bilinmeyen sayis1 pivot
sayisindan biiyiik ise sistemin ¢oziimii serbest degiskenlere (pivot olmayan siituna karsilik gelen
bilinmeyenlere) baglidir, dolayisiyla sistemin sonsuz ¢6ziimii vardir.

Bunu bir 6rnekle daha iyi anlayabiliriz:

Ornek:

L
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L.

Ll

sisteminin ¢0ziimiinii arastiralim:
Sistemin genisletilmis katsayilar matrisi
l#.A picture containing text,

clock, gauge Description
automatically generated

yi satir eselon formuna indirgeyelim:

[Ik olarak 1. satirm 6ncii sifirdan farkli elemani i pivot olarak diisiinelim.  matrisinin eselon
formunda pivotun altindaki tiim girdiler sifir olacagindan ilk adim olarak '« pivotunun altindaki

L2 ve @ girdilerini elementer satir islemleri kullanarak sifir yapalim:

Ikinci satir = yerine #= ile tliglincii satir = yerine #- ile degisterelim, yani bu satirlara

w. | elementer satir islemini uygulayalim:

l#.A picture containing text, clock Description automatically

generated

Simdi bu son matris lizerinden devam edelim. 2. satirin 6ncii sifirdan farkli elemani = 1 pivot olarak
diisiinelim. Pivotun altindaki tiim girdiler sifir olacagindan benzer sekilde olarak #- pivotunun altindaki
L2l girdisini elementer satir islemleri kullanarak sifir yapalim:

Ugiincii satir - yerine #- ile degistirelim, yani #= | elementer satir islemini uygulayalim:

l#.A picture containing text, clock, gauge, watch
Description automatically generated

Son matrise baktigimizda eselon forma ulastig1 goriiliir. Dolayisiyla  matrisinin eselon formu
l+.A close-up of a

calculator Description

automatically generated
with low confidence

matrisidir ve pivotlary - , [ dirve ve pivotdegiskenlerdir. Pivot olmayan diger

bilinmeyenler ve ise serbest degiskenlerdir. Dolayisiyla sistemin sonsuz sayida ¢6ziimii vardir.

Eselon formdan elde edilen ¢oziimler soyledir:
1. satirdan elde edilen «= esitliginden - ve

2. satirdan elde edilen #= esitliginden '# bulunur.
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Dolayisiyla sistemin ¢oziim kiimesi = #-

Ornek:

sisteminin ¢oziimiinii arastiralim:

Sistemin genisletilmis katsayilar matrisi

l#.A picture containing text,
clock, watch Description
automatically generated

yi satir eselon formuna indirgeyelim:

[1k olarak 1. satirin &ncii sifirdan farkli elemani #- 1 pivot olarak diistinelim.  matrisinin eselon
formunda pivotun altindaki tiim girdiler sifir olacagindan ilk adim olarak '« pivotunun altindaki

Ll ve e girdilerini elementer satir islemleri kullanarak sifir yapalim:

Ikinci satir = yerine = ile liglincii satir = yerine ile degisterelim, yani bu satirlara

w.a | elementer satir iglemini uygulayalim:

l#.A picture containing text, clock, watch, gauge
Description automatically generated

Simdi bu son matris tizerinden devam edelim. 2. satirin oncii sifirdan farkli eleman1 @22 = L pivot olarak
diistinelim. Pivotun altindaki tim girdiler sifir olacagindan benzer sekilde olarak #22 = 1 pivotunun altindaki

L2l girdisini elementer satir islemleri kullanarak sifir yapalim:

Ucgiincii satir - yerine #- ile degistirelim, yani = | elementer satir islemini uygulayalim:

l#.A picture containing text, clock, gauge Description
automatically generated

Son matrise baktigimizda eselon forma ulastigr goriiliir. Dolayisiyla — matrisinin eselon formu

l#.A picture containing
text, object, clock, watch

Description
antomaticallv oenerated

matrisidir. Bu matrisin son satirindan #= dejenere denklemi elde edildiginden
verilen lineer denklem sisteminin ¢6ziimii yoktur.
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Ornek:

lineer denklem sisteminin ¢éziimiinii aragtiralim.
Sistemin genisletilmis katsayilar matrisi

l#.A picture containing text,
object, clock, watch
Description automatically
generated

yi satir eselon formuna indirgeyelim:

[Ik olarak 1. satirm 6ncii sifirdan farkli elemani - 1 pivot olarak diisiinelim.  matrisinin eselon
formunda pivotun altindaki tiim girdiler sifir olacagindan ilk adim olarak '« pivotunun altindaki

L ve e girdilerini elementer satir iglemleri kullanarak sifir yapalim:

Ikinci satir - yerine #- ile liclincii satir = yerine '# ile degisterelim, yani bu satirlara

. | elementer satir iglemini uygulayalim:

l+.A picture containing text, object, clock, watch
Description automatically generated

Simdi bu son matris tizerinden devam edelim. 2. satirin 6ncii sifirdan farkli eleman1 %22 = 1 pivot olarak
diistinelim. Pivotun altindaki tiim girdiler sifir olacagindan benzer sekilde olarak 422 = 1 pivotunun altindaki

L2l girdisini elementer satir islemleri kullanarak sifir yapalim:

Ugiincii satir - yerine - ile degistirelim, yani = | elementer satir islemini uygulayalim:

l#.A picture containing text, clock Description
automatically generated

Son matrise baktigimizda eselon forma ulastig1 goriiliir. Dolayisiyla — matrisinin eselon formu

l+.A picture containing
text, object, clock
Description
automatically generated

matrisidir ve pivotlary ‘- , 422 = 1 ye Lo dir. Gortildigi gibi = ve  bilinmeyenleri pivot
degiskenlerdir. Pivot olmayan bilinmeyen yoktur, yani bilinemeyen sayisi pivot sayisina esittir. Dolayisiyla
sistemin tek bir ¢oziimii vardir.
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Eselon formdan elde edilen bu ¢6ziim soyledir:

3. satirdan elde edilen '#= esitliginden & ve
2. satirdan elde edilen = esitliginden o

1. satirdan elde edilen #= esitliginden '#
bulunur.

Dolayisiyla sistemin ¢oziim kiimesi = #- tiir.

10.9. Bir Kare Matrisin Tersini Bulmak icin Bir Yontem

Bir  -kare matrisin terslenebilir olmasi ancak ve ancak  matrisinin  birim matrise satir esdeger
olmasidir.

Terslenebilir bir matrisin tersini bulmak i¢in elementer satir islemlerini kullanacagimiz bir yontem vardir. Bu
yontemi asagidaki algoritmayla verebiliriz:

herhangi -kare matris olsun.

Algoritma-3:

Adim 1; = , |l matrisini olustur, yani  matrisinin sol tarafi  matrisi, sag tarafi birim
matrisidir.

Adim 2:  yi satir indirgenmis eselon forma indirge.
Satir indirgenmis eselon forma indirgenirken  nin  tarafindaki satirlar sifir satir olursa  nin tersi yoktur.

Adim 3: yi

satir indirgenmis eselon formuna indirge, yani  nin sol tarafinda  yerine olacaktir.

Adim 4:; ‘= dir, yani  nin satir indirgenmis eselon formunda sag tarafindaki matristir.

L
Ornek: matrisinin terslenebilir olup olmadigini arastiriniz. Terslenebilir ise tersini bulunuz.
Ik 6nce - matrisini olusturalim:

l#.A picture containing text, clock
Description automatically
generated

M nin = | formunda satir indirgenmis eselon formunu bulalim:
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[1k olarak 1. satirin &ncii sifirdan farkli elemani #- 1 pivot olarak diistinelim.  matrisinin eselon
formunda pivotun altindaki tiim girdiler sifir olacagindan ilk adim olarak '« pivotunun altindaki

L ve [l girdilerini elementer satir iglemleri kullanarak sifir yapalim:

Ikinci satir = yerine = ile liglincii satir = yerine ile degisterelim, yani bu satirlara

l#. | elementer satir iglemini uygulayalim:

l#.A picture containing text, object, clock Description
automatically generated

Simdi bu son matris lizerinden devam edelim. 2. satirin dncii sifirdan farkli eleman1 # 1 pivot olarak
diisiinelim. Pivotun altindaki tiim girdiler sifir olacagindan benzer sekilde olarak #- pivotunun
altindaki & girdisini elementer satir islemleri kullanarak sifir yapalim:

Ucgiincii satir = yerine #- ile degistirelim, yani = | elementer satir islemini uygulayalim:

l+.A picture containing text, object, clock, watch Description
automatically generated

Son matris  matrisinin eselon formudur. Satir indirgenmis eselon forma getirmek i¢in # pivotunun
ustiindeki girdileri - ve girdilerini sifir yapalim:
w2 yerine ile birinci satir = yerine # ile degistirelim, yani bu satirlara '#- elementer satir

islemini uygulayalim ve bu islemlerden sonra da - satirin1 (-1) ile carparak 433 = 1 yapalim, yani l#
elementer satir islemini uygulayalim:

l+.A picture containing text, object, clock
Description automatically generated

Son olarak - satirin1 (-1) ile garparak 422 = 1 yapalim, yani =~ elementer satir iglemini uygulayalim:

l#.A picture containing text, clock, gauge Description automatically
generated

Simdi

W

formunda oldugundan matrisi terslenebilirdir ve
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bulunur.

Boliim Ozeti

Bu boliimde lineer denklem sistemleri ele alinmistir. Bir lineer denklem sisteminin kanonik ve matris
formunda nasil gosterildigi verilmistir. Daha sonra lineer denklem sistemini ¢ozmek i¢in kullanilacak olan
Gauss Eliminasyon Yontemi i¢in gerekli olan kavramlar gosterilmistir. Bunlar; katsayilar matrisi,
genigletilmis katsayilar matrisi, temel elementer satir iglemleri, bir matrisin eselon formu olmustur. Bu
kavramlar verildikten sonra ve 6zellikleri incelendikten sonra Gauss Eliminasyon Y 6ntemi algoritmalar
halinde verilerek bir lineer denklem sisteminin ¢éziimiiniin olup olmayacagi, varsa nasil olacagi durumlari
ele alinmistir.

Son olarak, bir kare matrise temel elementer satir islemleri uygulayarak o matrisin terslenenilir olup
olmayacagi, terslebilir ise tersinin ne olacagi konusunda bir yontem de verilmistir. Boylece bir matrisin
terslenebilirligi ve tersi i¢in tanim1 disinda bir bagka yontem daha 6grenilmistir.

Kaynake¢a
1. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Discrete Mathematics, 3rd edition, 2007

2. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Linear Algebra, 6th edition, 2018

Unite Sorular:

Soru-1 :

4 4 1 10 13

2 2 -1 6 4
A=
8 8 -1 26 23] Amatrisinin satir indirgenmis eselon formu asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

1 1 0 0

0O 0 1 0 ]
(- 0 0 1

2 2 -1 6 4
4 4 1 10 13
(*) -

8 8 —1 26 23

12—164]

4 1 1 10 13
(-8 8 1 26 23
Cevap-1:
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Soru-2 :

xt+2y—3z=4
7x+3y—4z=>5
8x — 9y + 6z =1 lineer denklem sisteminin katsayilar matrisi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

-
O oW b
ook W
U

(.)_.El -9 6 1

1 2 —3
7 3 —4]
(o) - .B _g 'EF
1 2 4
7 3 5]
(.) B -9 1
4 2 —3
5 3 —4]
(*) - 1 -9 &
Cevap-2 :
1 2 —3
i 3 —4]
8 -9 =&
Soru-3:

x+2y—3z=4
7Tx+3yv—4z=5
8x — 9y + 6z = 1 lineer denklem sisteminin genisletilmis katsayilar matrisi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)
1 2 3 4
7 3 4 5]

()-8 9 6 1

(o) - -B _'g E' 1

(.)_.EI -9 6

about:blank 161/199



6.02.2023 00:26 Ders : Programcilar Igin Matematik - eKitap

1 2 4

7 3 5]
(-8 -9 1

4 2 -3

5 3 —4]
(*) - 1 =9 6
Cevap-3:

B -9 6 1

Soru-4 :

x+2y—=z=3
x+3y+=z=5
3x + By + 4z = 17 [ineer denklem sisteminin ¢6ziimii hakkinda asagidakilerden hangisi dogrudur?

(Coktan Se¢meli)

(*) - Coziimii yoktur.

() - Sifir ¢oziime sahiptir.

(*) - Sonsuz sayida ¢ozlimii vardir.
(*) - bir ¢oziimidiir.

(¢) - bir ¢oziimdiir.

Cevap-4 :

bir ¢oziimiidiir.

Soru-5 :
x—2y+4z=2

2Zx —3y+5z=3

3x =4y + 62 =7 |ineer denklem sisteminin ¢dziimii hakkinda asagidakilerden hangisi dogrudur?

(Coktan Se¢meli)

(*) - Coziimii yoktur.

() - Sifir ¢oziime sahiptir.

(*) - Sonsuz sayida ¢ozlimii vardir.
(*) - bir ¢oziimiidiir.

() - Tek ¢oztiimii vardir.
Cevap-5:

Coziimi yoktur.
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Soru-6 :

x+y+3z=1
2x +3y—z=3
Sx+7y+z=7

lineer denklem sisteminin ¢6ziimii hakkinda asagidakilerden hangisi dogrudur?

(Coktan Se¢meli)

(*) - Coziimii yoktur.

(*) - Sifir ¢oziime sahiptir.

(*) - Sonsuz sayida ¢ozliimil vardir.
(*) - (0,-2,3) bir ¢oziimidiir.

(¢) - Tek ¢oziime sahiptir.
Cevap-6 :

Sonsuz sayida ¢Oziimii vardir.

Soru-7 :

matrisinin tersi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

1 2 =3
I
(.)_EF -9 &

-] =
LS T
|
L
IS |

6 —1 3
7 5 -1

(*) - -5 =2 1

7/2  5/2 1/2
(- 1=5/2 3/2 172

16 11 —3]

Ders : Programcilar Igin Matematik - eKitap

r—16 —11 3
7/2 5/2 - 1;2]
-5/2 —=3/2 1/2
(*) -
about:blank
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Cevap-7 :

—16 —11 3
7/2  5/2 -1/2
—-5/2 -3/2 12

Soru-8:

3%+ 2 =50+ 7 2% lincer denkleminin ¢5ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Secmeli)

-5
(+) - {1.2}

(*) - Coziim yoktur.
(+)- (0

() - Tiim reel sayilar
Cevap-8 :

Coziim yoktur.
Soru-9 :

6x + 2 —4x = 5+ 2x — 3 {ipeer denkleminin ¢Oziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)
- 5}
(*) - {12}

(*) - Coziim yoktur.
() - 10}

(¢) - Tim reel sayilar
Cevap-9 :

Tiim reel sayilar
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11. DETERMINANT

11.1. Determinant

Bir = , -kare matrisin determinant ‘#- , = yada
an apy a,
ay ar» .o e as,
a, ap Ay

ile gosterilir ve goriildiigli  matrisi ile iligkili bir fonksiyondur. Skalerlerin = | dikdortgen dizisi seklinde
yazildig1 ve iki ¢izgi ile ¢evrelendigi bu form bir matris degildir. Bununla birlikte, bir matrisin girdileri

yardimiyla olugan bu forma . dereceden determinant denir.

Determinantlari, 6zel determinantlar olan 1.,2., ve 3. dereceden determinantlar1 inceleyerek tanimaya
baslayalim.

1. ve 2. Dereceden Determinantlar

Bir | , -kare matrisin determinanti

L

seklinde tanimlanir.

Bir e , -kare matrisin determinanti

seklinde tanimlanir.

Gorildiigii gibi =+ | bir matrisin determinanti, matrisin girdisindeki skalere esittir. < | matrisin
determinanti da yine matrisin girdileri arasindaki bir iligki ile tanimlidir. Bu iligkiyi akilda daha kolay tutmak
icin soyle gorsellestirebiliriz:

l#.A picture
containing text, gauge
Description
automatically

~nnnvatad

Yani, “<  matrisin determinanti, + etiketli ok iizerindeki girdilerin ¢arpimindan, - etiketli ok iizerinde kalan
girdilerin ¢arpiminin farkina esittir.

Ornek: l# matrisi bir = matris oldugu i¢in #= dir.
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Uyart: Determinantin = gdsterimini, mutlak deger isareti ile karistirmayiniz!

L. L.
matrisinin determinanti tur.

3. Dereceden Determinant

1. yol: Bir == , -kare matrisin determinanti

L

seklinde tanimlanir. Goriildiigli gibi determanatta alt1 adet toplanan terim vardir ve bu terimler verilen
matrisin girdilerinden olusmustur. Toplanan terimlerin ilk {igiinii + isaretiyle etiketli, son ii¢iinii ise — isareti
ile etiketli olarak diisiiniirsek 3. Dereceden determinant1 akilda kolay kalmasi agisindan sdyle
gorsellestirebiliriz:

l#.A picture containing text, antenna Description automatically generated

Bu gorselde, + isaretli oklarin her birinin tizerindeki terimleri carpip toplayarak elde edilen toplam ile -
isaretli oklarin her birinin iizerindeki terimleri ¢arpip toplayarak elde edilen toplamin farki 3. Dereceden
determinanti verir.

Ornek: matrisinin determinanti

bulunur.

2. yol: Bir l«x , -kare matrisin determinantini su sekilde de yazabiliriz:

Determinant1 hesaplamak i¢in kullanilan bu formiiliin 2. Dereceden determinant hesabina dayandigi
goriilmektedir. Bu formiilii akilda tutmak icin soyle gorsellestirebiliriz:
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l#..Chart Description automatically generated

Burada determinant formiiliinde - ve @13 katsayilarinin bulundugu golgeli siitun ve satirlar

cikardigimizda geriye kalan = matrisler ile ilgili katsayilarin ¢arpimi gorsellestirilmistir.
Ornek:

l».Text Description automatically generated

11.2. Permiitasyon

L kiimesinden [« kiimesine giden bire-bir ve iizerine bir  fonksiyonuna permiitasyon denir.
Baska bir deyisle, sayilarinin kendi i¢lerinde bir dizilisine permiitasyon denir. Bir  permiitasyonu
L2 olmak iizere
L.

yada L2
seklinde gosterilir. Tanimdan da anlasilacag lizere, '+ permiitasyonu & sayilarinin farkl bir sirada
dizilisidir.

Tiim permiitasyonlarin kiimesi  ile gosterilir ve  elemanli bir kiimenin tiim miimki{in permiitasyonlarinin

sayist  dir, yani  kiimesinin eleman sayis1  dir.

Bir #4  permiitasyonu i¢cin  nin ters fonksiyonu - | de bir permiitasyondur, yani, ¥ dir.
Iki Lo permiitasyonunun bileske fonksiyonu @~ | da bir permiitasyondur, yani ¢ ° T € Sn dir.
Ornek:

1. Birim fonksiyon = da bir permiitasyondur, yani = dir. Aslinda

P2

permiitasyonudur.

2. w.  kiimesi iizerinde iki tane permiitasyon vardir, ¢linkii  ve elemanlarinin kendi iclerinde iki farkl

dizilisi vardir: < ve #- dir. Gergekten de =~ oldugundan  nin # tane elemani vardir.
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3. s kiimesi {lizerinde alt1 tane permiitasyon vardir, ¢linkii =« ' oldugundan  {in '#=
tane elemani vardir. Bu permiitasyonlarda , ve elemanlarinin kendi i¢lerindeki farkl dizilisleri

olacagindan, wa || e |l | Sle e |l | i

Bir Permiitasyonun Isareti

L2 herhangi bir permiitasyon olsun, '« diyelim. Bir = | tamsayi ikilisi i¢in = ' ve
dizilisinde , dan Once geliyorsa '« ikilisine da bir inversiyon denir. Eger nin inversiyonlarinin

sayisi ¢ift ise  ya ¢ift permiitasyon, tek ise  ya tek permiitasyon denir. nin isareti ise “#« | ile gosterilir
ve

seklinde tanimlanir.

Ornek:
1. permiitasyonunun isaretini belirleyiniz.
Her elemaniicin dan biiylik ve da dan 6nce gelen elemanlar sayalim:

. i¢in den biiyiik olan # elemanlar1 vardir. Bu elemanlardan ve , dizilisinde den Once

gelir. O halde < ' durumunda  nin iki inversiyonu vardir: =

wa  licin den bliylik olan = | elemanlar1 vardir. Bu elemanlardan ' ve , dizilisinde den 6nce

gelir. O halde < durumunda nn ii¢ inversiyonu vardir: =

s icin  ten biiyiik olan < elemanlar1 vardir. Bu elemanlardan higbiri  dizilisinde ten dnce

gelmemektedir. O halde = | durumunda  nin inversiyonu yoktur.

w.  i¢in ten bliylik olan elemani vardir ve 5, dizilisinde ten dnce gelmemektedir. O halde '«

durumunda  nin inversiyonu yoktur.
wa  licin ten biiyiik eleman olmadigindan = | durumunda da  nin inversiyonu yoktur.
O halde nin toplam 5 tane inversiyonu vardir, yani  tek fonksiyondur ve isareti l#- dir.

2, |l birim permiitasyonunda hi¢ inversiyon olmadigindan ¢ift permiitasyondur ve ‘#- dir.
11.3. Herhangi Dereceli Determinantlar

L , bir -kare matris olmak tizere nin her satirindan sadece bir eleman ve her siitunundan sadece bir

eleman alinsin. Bu  elemanin ¢arpimi

L.
formunda yazilir. Burada ¢arpanlar ardisik satirlardan gelir, bu sebeple ilk alt indisler #- diizenindedir.
Ikinci alt indisler ise farkl: siitunlardan gelecegi icin  de bir - permiitasyonu olusturur. Dolayisiyla
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de her bir permiitasyon yukaridaki gibi bir carpim olusturur, yani bir -kare matrisi i¢in toplam  tane
bdyle farkli ¢arpimi vardir.

el , bir -kare matrisinin yukaridaki  tane ¢arpim teriminin karsilik gelen permiitasyonlarinin
isaretleriyle carpilip toplanmasina  matrisinin determinanti denir ve & yada =4 ile gosterilir, yani
L.

veya

L.

dir. -kare matrisin determinantina n. dereceden determinant denir.

Ornek:. Simdi determinantin genel tanimindan béliimiin basinda verdigimiz 1., 2. ve 3. dereceden
determinant tanimlarini elde edelim.

1. e , -kare matrisin determinantin1 bulalim. Burada = oldugundan  de sadece bir
permiitasyon vardir: #4 | yani #4 dir. Bu permiitasyonun hi¢ inversiyonu olmadigindan ¢ift
permiitasyondur ve # dir. Simdi determinant taniminda yerine koyalim:

L.

dir.

2, |l , -kare matrisin determinantini bulalim. Burada '+ ' oldugundan  de '#- tane
permiitasyon vardir: = ve “- yani 12 permiitasyonunda - ve dir. 21 permiitasyonunda ise
L2 ve dir. = permiitasyonun hi¢ inversiyonu olmadigindan ¢ift permiitasyondur ve

A dir. = permiitasyonun (2,1) seklinde bir tane inversiyonu oldugundan tek permiitasyondur ve
L2l dir. Simdi determinant taniminda yerine koyalim:

L.

L.

bulunur.

3. e bir -kare matris olsun. Burada = ' oldugundan  de ‘# tane permiitasyon vardir:
b e |l |l |lea | 123 permiitasyonunda ve & ve s tir. 132
permiitasyonunda ' ve [wu ve dir. 213 permiitasyonunda - ve #a ve
Ll tiir. 231 permiitasyonunda '« ve L ve L dir. 312 permiitasyonunda '«

ve ve s dir. 321 permiitasyonunda '« ve L ve s dir, e | e | e

permiitasyonlari ¢ift ve igaretleri 1 iken &« | o | les | permiitasyonlari tek ve isaretleri (-1) dir. Simdi
determinant taniminda yerine koyalim:

L
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L

L
bulunur.

Matrisin boyutu arttikca determinantin taniminda toplanacak terim sayis1 da artacagindan biiyilik matrislerin
determinantin1 hesaplamak i¢in igimizi kolaylastiracak hesaplama yontemleri vardir. Bunu ileriki boliimlerde
gorecegiz.

11.4. Determinantin Ozellikleri

1. Bir matrisinin determinanti ile transpozesinin determinanti esittir, yani

dir.

2.  bir kare matris olmak lizere

a)  bir sifir satir yada sifir siituna sahipse '« dir.

b) nin iki satir1 yada iki siitunu birbirlerinin bir kat1 ise dir.
c) lggensel bir matris ise #= diyagonal elemanlarin ¢carpimidir.

3. bir kare matris olmak {izere, ya uygulanan elementer satir islemleri altinda elde edilen = matrisinin
determinanti soyledir:

a) nin herhangi iki satirinin yada siitunun yerinin degistirilmesiyle elde edilen =~ matrisinin determinanti,

nin determinantinin negatifine esittir, yani
|B| = —|A|

dir.

b) nin bir satirinin yada stitununun bir  skaleri ile ¢carparak elde edilen = matrisinin determinanti

L dir.

c) nin bir satirinin (yada siitununun) bir katin1 bagka bir satir (yada siituna) eklenmesiyle elde edilen

matrisinin determinanty - dir.

4.1ki ve matrisinin carpiminin determinanti, matrislerin determinantlarinin garpimudir, yani

L

dir.
5. bir kare matris olmak iizere asagidakiler denktir:

a. nin terslenebilirdir.
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b. 1Al # 0 qir.

C. | denklemi sadece sifir ¢ozlime sahiptir.

11.5. Minor ve Kofaktorler

- , bir -kare matris olsun. nin satiriile  slitununun silinmesiyle elde edilen #- - kare
matrisi < ile gésterelim. “*< nin determinanti M| ye, nin “#= girdisinin minorii denir. “*< nin kofaktorii

ise “ ile gosterilir ve

seklinde tanimlanir. Dikkat edilirse “* bir matris iken “~ kofaktor bir skalerdir.

1 2 3
4 5 6

Ornek: 78 9 matrisinin #4 | ve lea girdilerinin mindr ve kofaktdrlerini bulunuz.

L2l girdilerinin mindriinii bulmak i¢in 6nce  matrisinin 2. satir ve 3. stitununu silelim

l#.A picture
containing
calendar
Description

"]
ve kalan girdilerin olusturdugu = ' matrisini bulalim: . Bu matrisin determinant1 = | {in
mindridiir:

ve | {in kofaktori

dir.

L girdilerinin mindriinii bulmak i¢in 6nce  matrisinin 3. satir ve 1. stitununu silelim

l#.A picture
containing
calendar

Nacorintinn

L
ve kalan girdilerin olusturdugu #- ' matrisini bulalim: . Bu matrisin determinanti # | {in
mindridiir:

ve @ | {in kofaktorii
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L

diir.
11.6. Laplace Acilim

Ll bir -kare matris olmak {izere matrisinin determinanti, matrisin herhangi bir satir yada
stitunundaki girdilerin kofaktorleriyle carpimlarinin toplamidir.

Ormnegin, satira gére nin determinantinin Laplace agilimi

dir.

siituna gére  nin determinantinin Laplace agilimi

dir.

Tanimdan da goriildiigii gibi, Laplace agilimi, bir matrisin determinantin1 hesaplamak icin kullanilan bir
yontemdir. Daha once de bahsettigimiz gibi biiylik boyutlu matrislerin determinantlarini, detetrminant
tanimindan yapmak zordur. Laplace acilimi bu noktada biiytik kolaylik saglar.

Ornek:
l#.A picture containing text,

clock, gauge Description
automatically generated

“wa | matrisinin determinantin1 Laplace agilimiyla hesaplayalim:

1. satira gore Laplace agilimi yapalim:

olacaktir. O halde, ilk olarak, formiildeki = kofaktorlerini hesaplayalim:
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Bu kofaktorleri, determinant formiiliinde yerine koyalim:

L

bulunur.

11.7. Bir Matrisin Klasik Eslenigi

Bir e -kare matrisinin klasik eslenigi = | ile gdsterilir ve
olusturdugu matrisin transpozesidir, yani

dir.

Ornek: matrisinin klasik eslenigini bulunuz.

[lk olarak her bir girdinin kofaktdriinii bulalim:

-7 =3
A11=(—1)1+1|M11|:‘_2 _1‘:1

Bulunur. Dolayisiyla

bulunur.

Ozellik:  bir -kare matris olmak {izere
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L

dir. Burada birim matristir. Ayrica eger |A] # 0 jse  nin tersi

seklindedir.

Ornek: matrisi terslenebilir midir? Terslenebilir ise tersini bulunuz.

Bir matrisin determinanti sifirdan farkli ise o matrisin terslenebilir oldugunu biliyoruz.

oldugundan matrisi terslenebilirdir.  nin tersi ise

bulunur.

11.8. Lineer Denklem Sistemlerine Uygulamalar, Cramer Kuralh

denklemli, bilinmeyenli - lineer denklem sistemini diistinelim. Boliim 10 dan hatirlayimiz ki
i katsayilar matrisi (kare matris), #- de sabit terimlerin siitun vektoriidiir. ~ ise katsayilar

matrisinde siitununu  siitun vektori ile degistirilmesinden elde edilen matris olsun.

Determinant ile - lineer denklem sisteminin ¢&ziimii arasinda Cramer kurali olarak bilinen bir iligki
vardir:
L2l lineer denklem sisteminin ¢dziimiiniin olmasi i¢in ancak ve ancak |A] # 0 glmasidir. Bu durumda,

denklemin ¢oziimii

seklindedir.

Bir lineer denklem sisteminin ¢ézlimii i¢in Gauss Eliminasyon yonteminden farkli bir farkli bir yontem
sunan Cramer Kuralinin sadece bilinmeyen sayis1 ile denklem sayisinin esit oldugu sistemler i¢in
kullanilabilecegini unutmayalim.

Ornek:

L

2x+y—z=3
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lineer denklem sisteminin ¢Ozlimiinii arastiralim:

[lk olarak katsayilar matrisinin determinantina bakalim:

L2 oldugundan verilen denklem sisteminin tek bir ¢oziimii vardir. Cramer kuralindan bu ¢6ziimii
bulalim:

oldugundan denklem sisteminin ¢ézimii - tiir.

Boliim Ozeti

Bu béliimde determinant kavrami ele alinmustir. i1k dnce 2x2 ve 3x3 matrislerin determinantlar1 hesaplanmis
ve bu matrislerin hesabindan yola ¢ikilarak daha biiylik dereceli kare matrislerin determinantlarin hesabi i¢in
tanim verilmistir. Determinantin, matrisin derecesi biiylidiik¢e tanim1 yoluyla hesabinin gittik¢e zorlastigi
goriilmiistiir. Bu sebeple, determinant hesabi i¢in Laplace agilimi olarak bildigimiz bir yontem verilmistir. Bu
yontem, matrislerin mindr ve kofaktorleri araciligiyla matrisin determinantinin daha diisiik dereceli
matrislere indirgenerek hesaplanmasina dayanmaktadir. Laplace yontemi yardimiyla, {initenin basinda
verdigimiz 2x2 ve 3x3 matrislerin determinantlar1 yeniden elde edilmis ve sonra 4x4 bir matrisin
determinanti bu yontem yardimiyla elde edilmistir.

Daha sonra determinantin bir uygulamasi olarak, bir matrisin terslenebilir olup olmadig1 ve terslenebilir ise
tersinin nasil hesaplanacagi ile ilgili bir yontem verilmistir. Bylece bu ders boyunca bir matrisin
terslenebilir olup olmadigi ve terslenebilir ise tersinin ne oldugu arastirmalarina tanim yoluyla yada
elementer satir islemleri kullanarak incelemenin yaninda {igiincii bir yol olarak da determinant yoluyla
incelenmesini 6grenmis oluyoruz

Determinantin baska bir uygulamasi olarak, denklem sayis1 ve bilinmeyen sayisi esit olan lineer denklem
sistemlerinin ¢ézlimiiniin olup olmadig1 varsa ¢oziimiiniin nasil bulunacagina dair Cramer kurali olarak
bilinen bir yontem de verilmistir.

Kaynakc¢a
1. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Discrete Mathematics, 3rd edition, 2007

2. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Linear Algebra, 6th edition, 2018
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Unite Sorulari

Soru-1:

1 -2 3
2 4 -1
1 5 —2) matrisinin determinanti asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(*)--3

(*)-3

(-0

(4)--9

(-9

Cevap-1:

9

Soru-2 :
4 —6 8 9

=10 o5 6
0 a 0

matrisinin determinant1 asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(*)-52
(9)-16
(-5

(+) - 120
(*) - 96
Cevap-2 :

120

Soru-3:
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2 1 -3 +

5 -4 7 =2
A=14 0 6 -3

3 -2 5 2 T, T oo .

matrisinin 22 girdisinin kofaktorii asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)
(*)-18
(¢)--45
(¢)-61
(¢)-54
(*)-79
Cevap-3:
61
Soru-4 :

| .
B=\|2 3 4

5 8 9 L : e L

matrisinin klasik eslenigi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

1 3 -1

—5 -7 -3|

(.)_.1 -2 -1

(.)_.1 -3 11
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-5 -1 1
2 4 =32
1 -3 1

Soru-5 :
1 1 1
B=12 3 4
5 8 9 . D L
matrisinin tersi agagidakilerden hangisidir?
(Coktan Se¢meli)

-1 -2 1
-1/2 3/2 -1/2

[5,}2 1/2 —1}2]

(*) -
5 2 -2
.[_1 5 ]
(+) - —-1/2 3/2 —-1/2

=1 0 1

5/2  1/2 —1/2
(- L=1/2 372 —1;2]

-1 -2 1
(*) - | —2 3 2

5/2 1/2 —1;21

-1/2 -1 1/2

5/2 1/2 -1/2
O)_[—qu 3/2 —1;2]

Cevap-5:
5/2 1/2 -—1/2
=1 -2 1 ]
-1/2 3/2 -1/2

Soru-6 :

o = 364152 permiitasyonunun inversiyon sayisi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(*)-9
(*)-8
(4)-7
(*)-6
(*) - Yoktur
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Cevap-6 :
9

Soru-7 :

Asagidaki kare matrislerle ilgili iddialardan hangileri yanlistir?

I. |A] # 0 ise A matrisi terslenebilirdir.

N .. A =" (adj A)drr.
11. terslenebilir bir matris ise 4]

111, Aladja) = (adjA)A =1 esitligi her zaman dogrudur.

IV. % nin kofaktori A = [Mijl seklinde bulunur.

(Coktan Se¢meli)

(*) - Hepsi
(*) - Higbiri
(0)-L1I
(»)-1L IV
-L1IV
Cevap-7 :

11, IV

Soru-8 :

x—4 3
2 x—9 esitligini saglayan x sayilar1 asagidakilerden hangisidir?qq

(Coktan Se¢meli)

(*) - -3,10
(*)-3,10
(*)-3,-10
(*) - -3,-10
()- 0,0

Cevap-8 :

3,10
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Soru-9 :
e

2 =2
(Coktan Se¢meli)

(+)--10
(*)-3
(+)--16
(*)- 16
() - -4
Cevap-9 :

-16
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12. OLASILIK

12.1. Ornek Uzay ve Olaylar

Verilen bir deneyin tiim miimkiin sonuglarinin kiimesi ye 6rnek uzay denir. nin bir elemanina, yani belirli
bir sonuca 6rnek nokta denir.

Bir sonuglar kiimesi  ya, yani 6rnek uzay nin bir alt kiimesi olan  ya ise olay denir. Tek bir =« | 6rnek
noktasindan olusan =« kiimesine temel olay denir. Ayrica 6rnek uzay nin kendisi ve bos kiime de nin

alt kiimeleri olduklarindan birer olaydirlar. Bos kiime , ¢ogu zaman imkansiz olay olarak adlandirilir.

Ornek: ANKARA kelimesinin harflerini inceleyelim. Ornek uzay =~ ANKARA kelimesindeki tiim miimkiin
harflerin kiimesidir, yani

dir. Bu kelimede A harfinin olma olay1  olsun, o halde

3 elemanlidir. K harfinin olma olay1  olsun, o halde

1 elemanhdir, yani  temel olaydir.

Eger gerceklesen olaylar icinde yer alan sonuglardan biri meydana geliyorsa, bundan bir olayin meydana
geldigi anlasilir.

Bir olay aslinda bir kiime oldugundan kiime islemlerini kullanarak yeni olaylar olusturabiliriz:
ve 1iki olay olmak {izere,
a) nmveya nin yada her ikisinin meydana gelmesi ancak ve ancak “~ | nin bir olay olmasidir.
b) Hem ninhem nin meydana gelmesi ancak ve ancak = | nin bir olay olmasidir.
c) nin timleyeni “ nin bir olay olmasi ancak ve ancak nin meydana gelmemesidir.

ve olaylar ayrik ise yani, # ise bu olaylara ayrik olaylar denir. Bagka bir deyisle, ve nin
ayrik iki olay olmasi ancak ve ancak ayn1 anda meydana gelmemeleri ile miimkiindiir. Eger ii¢ veya daha
fazla olaydan herhangi ikisi ayrik ise bu olaylar da ayriktir.

Ornek:

a) Deney: Bir bozuk paray1 3 kez atalim ve yaz1 (Y) ve tura (T) gelmesi siralarin1 gozlemleyelim.

Ornek uzay nin 8 elemani vardir:
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olay1 arka arkaya iki veya daha fazla yazi goriinen sonuglarin olay1 olsun, yani,

dir ve 3 elemanlidir.  olayi ise tiim atiglarin ayni oldugu olay olsun, yani

L

dir ve 2elemanlidir.
Dolayisiyla & oldugundan bir temel olaydir.

Arka arkaya bes tane yazi gelmesi olay1 ise bos kiime  dir, yani imkansiz olaydir.

b) Deney: Bir zar atalim ve iist yiizeye gelen noktalarin sayisin1 gézlemleyelim:

Omek uzay nin 6 elemani vardir:

olayi, ¢ift sayilarin gelmesi olay1 olsun, yani,

dir ve 3 elemanlidir.  olayi, tek sayilarin gelmesi olay1 olsun, yani,

dir ve 3 elemanlhidir.  olayi, asal sayilarin gelmesi olay1 olsun, yani,

W

dir ve 3 elemanhdir.

Dolayisiyla, #= | zar atildiginda ¢ift say1 yada asal say1 gelme olayidir, yani

dir. == | zar atildiginda tek asal gelen sayilarin olayidir, yani,

dir. - zar atildiginda asal say1 gelmemesi olayidir, yani,

dir. oldugundan bu iki olay ayrik olaylardir, diger bir deyisle, bir zar atildiginda ayn1 anda hem
tek hem cift say1 gelemez.

c) Deney: Bir bozuk parayi tura gelene kadar atalim ve tura gelene kadar kag kez attigimizi sayalim.

Bu deneyin 6rnek uzay # dir ve nin eleman sayis1 dogal sayilar oldugundan sonsuz
elemanlidir.
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Bu 6rnekte goriildiigli gibi bir 6rnek uzay sozsuz elemanli olabilir. Fakat bu derste biz aksini belirtmedigimiz
stirece tiim 0rnek uzaylarini sonlu elemanl: olarak alacagiz.

d) Deney: Hilesiz iki zar1 ayn1 anda atalim ve iist yiizeylere gelen sayilar1 gozlemleyelim:

Her bir zarda 6 say1 vardir: 1,2,3,4,5,6. Dolayisiyla iki zar attifimizda 6rnek uzay , 1 den 6 ya kadar olan

sayilarin olusturdugu tiim miimkiin ikililerden olusacaktir ve eleman sayisi n(8) = 6.6 =36 ylacaktir. Bu
elemanlar asagida bir tablo halinde gosterilmistir:

l».Diagram Description automatically generated

olayi, iki zar atildiginda gelen sayilarin toplaminin 6 olmasi olsun, yani yukaridaki tablodan bakacak
olursak,

dir.  olayi, iki zar atildiginda gelen sayilardan en biiyiigliniin 4 olmas1 olsun, yani

dir. = olay1, toplamlar1 alt1 olan ve gelen sayilardan en biiyligiiniin 4 olmasidir, yani

Tablodaki golgeli kisimlar ise = olayin1 gdstermektedir.
12.2. Sonlu Olasihk Uzaylan

Bir deney sonlu bir 6rnek uzaya sahip olsun, yani 6rnek uzayi #- olarak diistinelim. Her

wu | noktasinin
i. Her  sayis1 negatif olmayan bir reel sayidir, yani == dir.
ii. Tim  lerin toplami 1 dir, yani - dir.

kosullarini saglayan ve  elemanlarinin olasiliklari olarak adlandirilan reel ~ sayilarinin atanmasiyla elde
edilen kiimeye sonlu olasilik uzay1 veya olasilik modeli denir.
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Bir  sonucunun olma olasilig1 # olarak gosterilir. Bir  olayinin olma olasilig1 ise = ' ile
gosterilir ve  nin elemanlariin olasiliklarinin toplamina esittir. Eger '« gibi temel olay ise notasyon
kolaylig1 acisindan, - yerine = | gdsterimi kullanilacaktir.

Ornek: Deney: Ucg bozuk para bir kez atilsin ve yazi1 gelme sayis1 gdzlemlensin.

Ornek uzay §=1{0,1,2,3} tiir. nin her bir elemanma karsilik gelen asagidaki atamalar bir olasilik uzay1
tanimlar:

PO =5 PM=g5 P@=g5 PB=g

Goriildugi gibi tiim olasiliklar pozitiftir ve toplamlar: 1 esittir.

olayi, ii¢ bozuk para atildiginda en az birinin yazi gelmesi olsun, yani

A={1,23)}

olur. olay, li¢ bozuk para atildiginda ya hepsinin yaz1 gelmesi yada hepsinin tura gelmesi olsun, yani
A={0,3}

olur.

Tanimdan dolay1, olaymin olma olasilig1

3 3 1
P(A)=P(D)+P)+PB)=g+g+5=

o] 3

ve olaymin olma olasilig1

+

| =
0] w

P(B) = P(0) + P(3) = 5

dir.

12.3. Es Olasihkh Uzaylar

Bir 6rnek uzayin bazi elemanlar esit olasiliklarla meydana gelebilir. Esit olasiliklara sahip elemanlarin
olusturdugu sonlu olasilik uzayina es olasilik uzayi denir. Eger bir  es olasilikli uzay1 ™ elemana sahipse,
her bir elemaninin gerceklesme olasiliklari esit olacagindan, her elemaninin olasiligi 1/7n dir. Eger bir
olay1 7" eleman igeriyorsa  olayin gergeklesme olasiligi P (A) =r.(1/n) =7r/n gir. Diger bir deyisle, bir

olaymin eleman sayist n(4) ile gosterilmek tizere,

Anmneleman sayist  n(A4)

P(A) = =
(4) S nin eleman sayist  n(S)

dir. Bu formiil sadece es olasilikli uzaylar durumunda kullanilir, genel durumda kullanilmaz.

Ayrica, “rastgele” ifadesi de sadece es olasilikli uzaylar i¢in kullanilacaktir ve “  kiimesinden rastgele bir

eleman se¢” ifadesi, deki her elemanin esit secilme olasiligina sahip oldugu anlamina gelecektir.
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Ornek: Hilesiz iki zar1 ayn1 anda atalim. ~ &rnek uzayimin 36 elemani olacaktir ve her eleman esit

olasiliklidir ve olasiliklar1 1/36 dir. Dolayisiyla elimizde bir es olasilik uzay: vardir.  olayz, iki zar
atildiginda gelen sayilarin toplaminin 6 olmasi olsun, yani

dir.  olayi, iki zar atildiginda gelen sayilardan en biiyiigiiniin 4 olmas1 olsun, yani

dir. == olay1, toplamlari alt1 olan ve gelen sayilardan en biiyiigiiniin 4 olmasidir, yani

dir. Simdi  olayinin olma olasiligini hesaplayalim:

Anin eleman sayist n(A 5
P(A) yist  n(4)

~ Snineleman sayist | n(S) 36

olayinin olma olasiligini hesaplayalim:

P(B B nineleman sayist  n(B) 7
(B) = 57 eleman sayist n(S) 36

w. | olaymin olma olasiligin1 hesaplayalim:

P(A (B AN Bnmeleman sayis1 n(AnB) 2 1
n = = = — = —
( ) S nin eleman sayisi n(s) 36 18

12.4. Sonlu Olasihk Uzaylar1 Uzerine Ozellikler

1. Sonlu bir  olasilik uzayindaki tiim olaylarin siifi iizerinde tanimli P olasilik fonksiyonu asagidaki
ozellikleri saglar:

[P1]Her olayiicin 0 =P(4) =1

[p2] P(S) =1

[P3] ve ayrik olaylar ise P(4 U B) = P(4) + P(B)
2. herhangi bir olay olmak iizere P(A®) =1~ P(4) dir.

Bu ézellik, bir £ olayinin olma olasilig1 P ise olmama olasiliginin 1-p oldugunu gosterir.

3. Herhangi ve ikiolayive bos kiime i¢gin

i P(®)=0
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ii. PGA\ B) = P(A) — P(AN B)
iii. A S B jse P(4) = P(B)
dir.
[P3] 6zelligi iki ayrik olayin birlesiminin olasiliginin nasil bulunacagina dair bir formiil verirken herhangi iki

olayin birlesiminin olasiligini nasil buluruz sorusu dogal olarak akla gelmektedir. Asagidaki Toplam Prensibi
olarak bilinen 6zellik bunun cevabini bize verir:

4. (Toplam Prensibi) ve herhangi iki olay olmak tizere

P(AUB)=P(A) + P(B) — P(ANB)

dir.

Ornek: Bir yazilim firmasinda 30 kisi IT boliimiinde, 20 kisi Satis boliimiinde, 10 kisi her iki béliimde

caligmak tlizere toplam 100 kisi arasindan rastgele bir ¢alisan seciliyor. Bu ¢alisanin iki boéliimden birinde
caligma olasilig1 nedir?

Olasilik uzayr nin eleman sayisi n(5) =100 gjr, olay1 IT boliimiinde ¢alisanlar olsun, olay1 da Satis
béliimiinde calisanlar olsun. Bu durumda ™(A) =30 ye n(B) = 20 dir. Her iki bliimde de ¢alisanlarm
olayr @5 | dir ve M(A N B) =10 gy,

Bizden rastgele secilen bir ¢alisanin iki béliimden birinde ¢alisma olasiligin1 bulmamizi istemesi aslinda
P(A VU B)yi bulmak demektir.

Toplam Prensibi’nden
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB)

oldugunu biliyoruz. O halde,

P(A Anmneleman sayist1  n(4) 30 3
(A = 5 im eleman sayist n(S) 100 10
P(BY = Bnmneleman sayist  n(B) 20 2
(B) = Snineleman say1s1 n(S) 100 10
AN Bnneleman sayist n(AnB) 10 1
S nin eleman sayisi n(S) 100 10
oldugundan
P(AUB)=P(A) + P(B) —P(A B*3 ° L_*_ ¢
(AUB)=P(A) +P(B) —P(ANB) = o+ 75— 15 = 75 = &
bulunur.

12.5. Sarth Olasihk

Bir 6rnek uzayinda bir E olay1 alalim. E olay1 gergeklesirken bir bagka  olaymnin da gerceklesmesi

olasiligina  nin kosullu olasilig1 denir, P(A|E) seklinde gosterilir ve
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P(ANE)

PUIE) = 555

seklinde hesaplanir.

Eger es olasilikli uzay ise

n(ANE) n(E)
P(AOE):TL(—S) ve P(E):m
olacagindan

n(Ank)
P(A|E) = W
olur.

Ornek: Bir cift hilesiz zar atiliyor. Ornek uzay S TN 36 tane ikiliden olustugunu tnitenin baginda
gostermistik. Dolayisiyla herhangi bir elemanin gelme olasilig1 1/36 dir. Iki zar atildiginda gelen sayilarin
toplamu1 6 ise bu sayilardan birinin 2 olma olasilig1 nedir?

E = {Zarlarin toplam1 6 olmasi1} ve A = {En az bir zarin 2 gelmesi}

olaylar1 olmak {izere soruda bize P(A|E) sartli olasiigini sormaktadir. Ornek uzayimiz ~ es olasilikli uzay
oldugundan

n(ANE)
n(E)

dir. Her olayin elemanlarini ayr1 ayr1 yazarsak,

P(A|E) =

E = {Zarlarm toplam1 6 olmasi} = {(1,5), (2,4), (3,3),(4,2),(5,1)}
olacagindan "(E) = S fir.

ANE olay1 ise, gelen zarlarin toplami 6 iken en birinin 2 gelmesi oldugu i¢in aslinda E olayinin
elemanlarinin i¢inden en az bir girisi 2 olan ikililerin olay1 demektir, yani

ANE={(24),(42)}

olacagindan M(A N E) = 2 {ir. Buradan,

n(ANE) 2
P(A|E) = W = g

bulunur.

Sarth Olasilik icin Carpim Teoremi:

Bir ornek uzayinda ve ikiolay ve P(A) >0 olsun. Sartl olasilik tanimindan

P(AN B)
P(4)
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dir. Bu esitligi soyle de yazabiliriz:

P(ANnB)=P(A)P(B|A)

Bu ¢arpim formiilii, ve olaylarinin her ikisi de ayni anda gergeklesti olayin olasiligini verir. Bu formiilii
daha fazla A1 AzpwAm olaylar1 i¢in de genisletebiliriz:

P(A1NnA;N.NA,) = P(A)P(Az|A1)..P(An|A1 N AN .. .N Ay 1)

olur.

Ornek: Bir kasada 4 ii bozuk olmak iizere toplam 12 ampul bulunmaktadir. Kasadan arka arkaya rastgele
cekilen {i¢ ampuliin {igiiniin de bozuk olmama olasiligin1 bulalim.

12 ampulden 8 i bozuk olmadigindan ilk ¢ekilen ampuliin bozuk olmama olasilig1 8/12 dir. Ikinci ampulii
¢ekmek i¢in artik kutuda 11 ampul kalmug ve bunlarin 7 si bozuk degildir. Bu ytizden ikinci gekilen ampuliin
bozuk olmama olasilig1 7/11 dir. Uglincli ampulii gekmek i¢in artik kutuda 10 ampul kalmis ve 6 s1 bozuk

degildir. Bu yiizden ti¢iincii ¢ekilen ampuliin bozuk olmama olasilig1 6/10 dur. Carpim teoreminden, ¢ekilen
ti¢c ampuliin ti¢liniin de bozuk olmama olasiligi,

8 7 6 14
P=12°11°10 55
bulunur.

12.6. Bagimsiz Olaylar

Bir olasilik uzayinda ve iki olay olmak iizere, bu olaylardan birinin gergeklesmesi digerinin
gerceklesmesini etkilemiyorsa bu iki olaya bagimsiz olaylar denir. Baska bir deyisle, P(B|A) j1e P(B) esit
ise, olay1 olayindan bagimsizdir denir. Dolayisiyla, Carpim Teoremi P(AN B) = P(A)P(B|A) dan

P(ANB)=P(A)P(B)
elde edilir. Bu esitligi kullanarak, bagimsiz olaylar1 sdyle de tanimlariz:

P(ANB)=P(A)P(B) ise ve olaylarina bagimsiz olay, aksi takdirde bagimli olay denir.

Bagimsizlik aslinda bir simetrik bagintidir, yani,

P(ANB)=P(A)P(B) esitligi P(A|B) =P(A) ve P(B|A) =P(B)
dir.
Ornek: Bir bozuk paray1 3 kez atalim. Olusan es olasilikli uzay

L

dir. Asagidaki olaylar ele alalim:
A = {llk atista yaz1 gelmesi} = {YYY,YYT,YTY,YTT}
B = {lkinci atista yaz1 gelmesi} = {YYY,YYT,TYY,TYT}
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C = {Uc atista arka arkaya tam iki tane yaz1 gelmesi} = {YYT,TYY }

P(A) = * = ! P(B)==-= ! P(C)=<=-=
(A)=g=5, PB)=g=3, P(O=g=
diir. Bu olaylarin bagimsiz olup olmadiklarini inceleyelim.

ANB={YYY,YYT} oldugundan

P(ANB) = g - % = P(A)P(B)

dir, yani ve bagimsiz olaylardir.

AN C={YYT} oldugundan
1
P(ANB) = g =P(A)P(C)

dir, yani ve bagimsiz olaylardir.

BN C={YYT,TYY} oldugundan

* % = P(B)P(C)

e

2
N = — =
P(BNC) 3
dir, yani ve bagimli olaylardir.

12.7. Rastgele Degiskenler

bir deneyin 6rnek uzay1 olmak iizere, deneyin sonucunun, yani 6rnek uzayin elemanlarinin say1 olmasi
gerekmez. Simdiye kadar gordiigiimiiz 6rneklerdeki gibi, bir bozuk parayi attigimizda sonuglar yazi ve tura
iken, bir ¢ift zar1 attigimizda sonuglar dogal say1 ikilileridir. Fakat genellikle bir deneyin sonucuna bir say1
atamak isteriz. Ornegin, yaz1 tura atmada 1 e yazi, 0 a tura atamak uygun olabilir yada bir ¢ift zar atarken,
sonuca gelen iki saymnin toplamini atamak isteyebiliriz. Boyle bir sayisal deger atamasina rastgele degisken
denir. Daha net bir tanim1 asagidaki gibi verebiliriz:

Bir 6rnek uzayinda her bir sonuca karsilik bir sayisal deger atanmasi kurali olan e rastgele degisken

denir. Bagka bir deyisle, reel degerli bir X rastgele degiskeni bir deneyin sonuglarini reel sayilar ile eslestiren
asagidaki gibi herhangi bir fonksiyondur:

X:5—R, s—X(s)

X in deger kiimesi, yani X rastgele degiskeni tarafindan atanan sayilarin kiimesine deger uzayi denir ve Rx
seklinde gosterilir.

Sonsuz bir 6rnek uzayda den R ye giden herhangi bir fonksiyon bir rastgele degisken olarak diisiiniilemez

ama sonlu 6rnek uzaylarda den R ye giden herhangi bir fonksiyon bir rastgele degiskendir.

Ornek: Bir ¢ift zar atilsin. Biliyoruz ki~ 6rnek uzay, ¢ ve b 1den6 ya kadar olan sayilar olmak iizere 36

tane (@D) ikilisinden olusur.
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X zarlar attiktan sonra gelen sayilarin toplami olarak atasin. Bu durumda X deger uzay1
Ry =1{2,3,45,6,7,8,9,10,11,12}

olan bir rastgele degiskendir.

Y zarlan attiktan sonra gelen sayilarin en biiyiigii olarak atasin. Bu durumda Y deger uzay1
Ry ={1,2,3,4,5,6}

olan bir rastgele degiskendir.

Rastgele Degiskenlerin Toplam ve Carpimi ve Bir Notasyon

Xve?, aynt  Ornek uzayi lizerinde iki rastgele degisken olsun.

Iki rastgele degiskenin toplami,

X+Y)(s)=X(s)+Y(s), sE€S

seklinde,

Iki rastgele degiskenin ¢arpimi,

(XY)(s) =X(s)Y(s), s€S
seklinde ve k € R olmak iizere, rastgele degisken X in Kk skaleri ile carpimi
(kX)(s) =kX(s), s€S

seklinde tanimlanir.

Daha genel olarak, herhangi bir polinom yada iistel fonksiyon h(x,y,...7) icin, tizerinde bir fonksiyon
olarak A(X.Y,.2) yi

[R(X,Y,. 2)](5) = h[X(S), Y(S),n Z(5)]

seklinde tanimlariz.
Agiktir ki toplam, ¢arpim, skalerle ¢arpim ve (XY ,...Z) de birer rastgele degiskendir.

Kisa bir notasyon olarak, bir X rastgele degiskeninin bir “a” elemanina doniisme olasiligini P(X = a) jle
gosterecegiz. Benzer sekilde, bir X rastgele degiskeninin bir “[a,b]” araligina donilisme olasiligin

Pla<X<D) seklinde gosterecegiz, yani 5 €5 olmak iizere

dir.
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Benzer tanimlar, P(X<a), P(X=a Y=b), PlasX<bc<sY=<d) gibi notasyonlar1 i¢in de yapilabilir.

12.8. Bir Rastgele Degiskenin Olasihik Dagilim

X bir sonlu érnek uzayi lizerinde - deger uzayl bir rastgele degisken olsun. X rastgele

degiskeni yardimiyla, Rx deger uzayindaki  noktalarin1  olasiliklarina dontistiiren

seklinde bir  fonksiyonu tanimlayabiliriz. Bu fonksiyonu ile olusan

L

siralt ikililerin kiimesine X rastgele degiskenin dagilimi denir ve genellikle

X sonuclart e
f(x) olasiliklart f(x{)  f(x2) f(x)

seklinde bir tablo ile verilir. Dagilim fonksiyonu iki su iki 6zelligi saglar:

1.

i, o

Farkl1 kaynaklarda, X in dagilimi, e notasyonu yerine “# notasyonu kullanilir.

Eger bir es olasilikli uzay ve , tizerindeki bir = deger uzayh X rastgele degiskeninin

dagilim ise

olarak bulunur.

Ornek: Bir ¢ift zar atilsin. Biliyoruz ki~ drnek uzayi, @ ve b, 1 den 6 ya kadar olan sayilar olmak {izere 36

tane (@b) ikilisinden olusur, yani l# dir.

X rastgele degiskeni, zarlar1 attiktan sonra gelen (a,b) ikilisini sayilarin toplamina, yani = | ye gétiirsiin.
Bu durumda deger uzayi

Rx =1{2,3,45,6,7,89,10,11,12}

dir. Simdi X in dagilimini bulalim: es olasilikli uzay oldugundan Rx deger uzayindaki her  noktasi i¢in

seklinde olacagini belirtmistik. O halde
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L2 i¢in
L

dir. Clinkii  nin goriintiisii 2 olan sadece bir eleman1 vardir: (1,1).

L i¢in

dir. Clinkii nin goriintiisii 3 olan iki eleman1 vardir: (1,2) ve (2,1).

L2 i¢in

dir. Ciinkii  nin goriintiisli 4 olan iki eleman1 vardir: (1,3), (2,2) ve (3,1).
Bu sekilde devam edersek,

W

bulunur ve boylece X rastgele degiskeninin dagilimi

seklindedir.

12.9. Bir Rastgele Degiskenin Beklenen Degeri

X bir e olasilik uzayi iizerinde tanimli bir rastgele degisken olsun. X rastgele degiskenin

beklenen degeri yada - |ile gosterilir ve

seklinde tanimlanur.

Ote yandan, # deger uzayl bir X rastgele degiskeninin dagilimi ise, X in beklenen degeri
L

dir. X in dagilimi, e notasyonu yerine #= notasyonu kullanirsa,

L.
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dir.

Ornek: Bir bozuk para 6 kez atiliyor. Aciktir ki~ &rnek uzayi es olasilikli uzaydir ve eleman sayist

L tur.

X rastgele degiskeni, 6 kez atilan bozuk paranin yazi gelme sayisi olsun. Bu durumda deger uzay1
P2

olur. X rastgele degiskeninin dagilimi hesaplandiginda asagidaki tablo elde edilir:

0 1 2 3 4 5 6
1/64  6/64 15/64 20/64 15/64 6/64 1/64

Ornegin,
L2 igin
LilFa

tiir. Clinkii  nin goriintiisii 1 olan 6 elemani vardir: YTTTTT, TYTTTT, TTYTTT, TTTYTT, TTTTYT,
TTTTTY

Simdi X rastgele degiskeninin beklenen degeri

bulunur.

12.10. Bir Rastgele Degiskenin Varyansi ve Standart Sapmasi

< deger uzayl bir X rastgele degiskeninin dagilimi , beklenen degeri ise X in varyansi
L ile gosterilir ve
L

seklinde tanimlanur.

dir. X in dagilimi, ‘e notasyonu yerine #- notasyonu kullanirsa,

dir.

X in standart sapmasi ise - veya daha basit olarak ile gosterilir ve varyansinin karekokiidiir, yani
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L

seklinde tanimlanir. Buradan, varyansin

L.
oldugu da elde edilir.

Asagidaki formiil varyansi hesaplamak i¢in varyansin yukaridaki tanimindan daha kullaniglidir:

Ornek: Onceki drnekten bir bozuk parayi 6 kez attigimizda, 6 kez atilan bozuk paranin yazi gelme sayisi

olan X rastgele degiskeninin deger uzayinin

L

dagiliminin
0 1 2 3 4 5 6

1/64  6/64 15/64 20/64 15/64 6/64 1/64

ve beklenen degerinin '« oldugunu biliyoruz. Simdi X in varyansini standart sapmasini bulalim:

bulunur. Diger formiille de hesaplayalim:

bulunur. Standart sapma ise

L

bulunur.

Chebyshev Esitsizligi: X beklenen degere ve standart sapmaya sahip bir rastgele degisken olsun.

Herhangi bir k dogal say1si i¢in, X jp e araliginda olan bir degerinin olasilig1 en az a dir,
yani
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L

dir.

Ornek: X, . beklenen degere ve #+ | standart sapmaya sahip bir rastgele degisken olsun. = |i¢in
Chebyshev Esitsizligini gercekleyin ve yorumlayin.

L A\

. : - g L . .
oldugundan, X in 65 ile 85 arasinda olan degerinin olasiligi en az tiir, yani
L.
tur.

Boliim Ozeti

Bu béliimde olasilik konusunun temelleri ele alindi. ik énce drnek uzay ve olay kavramlari verildi. Herhangi
iki olayin birlesim, kesisim islemlerinin de bir olay oldugu gosterildi. Cok sayida deney 6rneginde de bu
kavramlar igslendi. Daha sonra sonlu olasilik uzaylar1 {izerinde bir deney sonucunun ger¢eklesme olasiligi
kavrami verildi. Sonlu olasilik uzay1 es olasilikli oldugunda olasiliklarin nasil hesaplanacag goriildii. Ayrica,
olasiliklar1 bilinen olaylarin birlesim ve kesisim olaylarinin olasiliklarinin nasil hesaplanacagi, bir olayin
gerceklesmeme olasiliginin nasil hesaplanacagi, iki olay birbirinden bagimsiz ise olaylarin kesisimlerinin
olasiliklarinin nasil degisecegine dair de formiiller verildi. Bir olayin gerceklesmesi baska bir olayin
gergeklesmesine bagli oldugunda olasilik kavraminin sartli olarak gerceklesecegine ve bu sartli olasilik
hesabinin nasil yapilacagi da gosterildi.

Bu boliimde son olarak, sonlu 6rnek uzaylar iizerinde rastgele degisken, rastgele degiskenlerin dagilimlari,
beklenen deger, varyans ve standart sapma gibi kavramlar verilmis ve drneklerle pekistirilmistir.

Kaynake¢a

1. S. Lipschutz, M. Lipson, Schaum's Outline of Discrete Mathematics, 3rd edition, 2007

Unite Sorular:

Soru-1 :

X. 1 =175 peklenen degereve 9 = 5 sapmaya sahip bir rastgele degisken olsun. X'in 60 ile 90 arasinda
olan bir degerinin olasilig1 en az kactir? (Chebyshev Esitsizligini kullanin.)

(Coktan Se¢meli)

(*) - 3/4
(*) - 2/3
(*) - 8/9
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(+) - 4/7

(0)-172
Cevap-1:

8/9

Soru-2 :
Hilesiz bir zar bir kez atildiginda iiste gelen noktalarin sayisinin beklenen degeri asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(*)- 12
(*)-3/4
(*) - 8/3
(*)-7/2
(*)-1/9
Cevap-2 :

7/2

Soru-3:
Diizgiin bir madeni para 3 kez atildiginda tura gelme sayisinin varyansi asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(*)-3/4
(- 12
(*)-7/9
() - 8/5
(+)-17/3
Cevap-3 :

3/4

Soru-4 :

40 kisilik bir sinifta Matematik dersinden gegenlerin sayis1 21, Fizik dersinden gecenlerin sayis1 12'dir. 8
ogrenci her iki dersten de gectigine gore bu siniftan rastgele segilen bir 6grencinin Matematik veya Fizik
dersinden ge¢mis olma olasilig1 asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(*)-0
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()-1
(*)- 12
(+) - 477

(*)-5/8
Cevap-4 :

5/8

Soru-5:

Bir etiket firmasinda 8 pembe, 12 mor, 4 sar1 etiket basilmustir. Basilan etiketler arasindan arka arkaya iki
etiket seciliyor. Iki etiketin de sar1 olma olasilig1 asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Segmeli)

(*)- 12
(*) - 1/36
(*)- 1/6
(*)-0
(9)-1
Cevap-5 :
1/36

Soru-6:

c
A ve B ayrik olmak iizere P(4) = 0,56 ve P(AU B) = 0,90 jse P(B") kagtir?

(Coktan Se¢meli)

(*) - 0,34
(*) - 0,46
() - 0,64
(9)-0
(9)-1
Cevap-6 :

0,46

Soru-7 :

Bir madeni para iki kez atiliyor. En az bir kez yaz1 gelme olasilig1 asagidakilerden hangisidir?
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(Coktan Segmeli)

()- 172
(4)-1
(*)-0

(+) - 3/4
(+) - 1/4
Cevap-7 :

3/4

Soru-8 :

Diizenli olarak iiriin teslimat1 yapan bir kuryenin iiriinii satic1 firmadan zamaninda alma olasilig1 0,88, {irlinii
miisteriye zamaninda teslim etme olasilig1 0,86 olup hem iiriinii zamaninda satican alma hem de miisteriye
teslim etme olasilig1 ise 0,22 tiir. Buna gore kuryenin iiriinii satic1 firmadan alig saati verildigine gore
zamaninda miisteriye teslim edilme olasilig1 asagidakilerden hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(*)-0

(*) - 0,86
(*) - 0,25
(*) - 0,84
(*)- 0,22
Cevap-8 :

0,25

Soru-9 :

Ahmet iki bozuk paray1 ayn1 anda atma oyunu oynuyor. Oyunun kurallaria gore, iki yaz1 gelirse 2 lira, bir
yazi gelirse 1 lira kazaniyor, hi¢ yazi gelmezse 3 lira kaybediyor. Bu oyunun beklenen degeri asagidakilerden
hangisidir?

(Coktan Se¢meli)

(*) - 0,25
(*) - 0,50
(9)-1
(9)-0
(*)-0,75
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Cevap-9 :

0,25

about:blank 199/199



